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 انٌاع ػادی خرپا

 صفحَ اتصال

 خرپای تام •

 ّتشتالایی

 تام

 لاپَ ُا

 هِاس صاًْئی

 ّتشپائیٌی

 صفحات اتصال

 دُاًَ خاًثی
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Howe truss Pratt truss 

Howe truss 
Warren truss 

saw-tooth truss 

Fink truss 

three-hinged arch 

 خرپای پرات خرپای ىاً

 خرپای ًارى

 خرپای دنده اره ای
 خرپای فینک

 خرپای طاق سو هفصلی

 خرپای ىاً
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 ّتشتالا

 ػشضَ

 هِاستٌذی ًْساًی

 هِاسخاًثی تالا

 تیشُای عْلی

 اًتِای دسگاٍ

 هِاستٌذی دسگاٍ

 صفحَ

 تیشُای کف

 ّتش پائیي
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trough Pratt truss 

deck Pratt truss 

Warren truss 

parker truss 
 (هٌحٌیپشات تا ّتش خشپای (

Howe truss 
Baltimore truss 

K truss 

 خرپای ًارى خرپای طشتک پرات

 خرپای ػرشو از نٌع پرات
 خرپای پارکر

 خرپای تالتیوٌر خرپای ىاً

 خرپای کا
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 توام اػضا در دً انتيا تا پینيای نرم تدًى اصطکاک تو یکدیگر

 .هتصل شده تاشند

توام تارىا تاید تو گره ىا اػوال شٌند. 

تٌخو:  

هشکض سغح توام اػضا دس گشٍ ُا تایذ تش ُن هٌغثك تاضٌذ. 

(تذّى اًحٌا)ُوَ اػضا تایذ ساست ّ هستمین تاضٌذ. 

ضشایظ اػوال تاس تایذ لاًْى ُْک سا اسضا کٌذ. 
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 طثقو تندی خرپاىای ىوصفحو

 خرپای ساده •

A B 

C D P C D 

A B 

P P 

A B 

C 

a 

b c 

d )گشٍ خذیذ( 
 ػضْ خذیذ
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 خشپای سادٍ ثاًْیَ 

 خشپای سادٍ ثاًْیَ 

 خرپای هرکة •

 خشپای سادٍ خشپای سادٍ

 1 نٌع 

 خشپای سادٍ خشپای سادٍ

 2 نٌع 

 خشپای سادٍ اصلی 

  3 نٌع

 خشپای سادٍ ثاًْیَ 

 خشپای سادٍ ثاًْیَ  
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 (پیچیده)خرپای تغرنح  •

 هؼینی •

m + R = 2j  هؼیي استاتیکی 

m + R > 2j  ًاهؼیي استاتیکی 

 .تذست هی آیذ 2j - ( m + R)   :دسخَ ًاهؼیٌی اص هؼادلَ  , تغْس کلی

 jتؼذاد گشٍ 
 mتؼذاد ػضْ 

 R تؼذاد ّاکٌطِای تکیَ گاُی 
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 پایداری •

m + R  <  2j  ًاپایذاس 

m + R  ≥  2j  ًاپایذاس 
 اگشاهتذاد ّاکٌطِای تکیَ گاُی هتماسب یا هْاصی یا اگشتشخی  

 هْلفَ ُای خشپا هکاًیسن تاضْئی سا تطکیل دُذ

 ناپایداری خارخی

 ّاکٌص ُای هتماسب - ًاپایذاس ّاکٌص ُای هْاصی- ًاپایذاس
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A B 

C 

D E 

F 

O 

 ناپایدار داخلی

8 + 3 = 11 < 2×)6( 

AD, BE ّ CF  َدس ًمغ Oهتماستٌذ 
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ًاهؼیٌی استاتیکی عثمَ تٌذی   ,هؼیٌی استاتیکی  ,ًاپایذاسی ,ُشیک اص خشپاُای صیش سا اص ًظش پایذاسی

 .تاسگزاسی دلخْاٍ است ّهی تْاًیذ دس ُشگشٍ ای اػوال کٌیذ.کٌیذ
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 :حل 

 ,m = 19 چْى  .صیشا ّاکٌطِا تواها هْاصی ّ هتماسب ًیستٌذ , اصلحاػ خاسخی پایذاس

R = 3, j = 11,   تٌاتشایي خشپا هؼیي استاتیکی است 22 = 22 :اص هؼادلَ خْاُین داضت. 

 .تا تشسسی خشپا هطخص هی ضْد اصلحاػ داخلی ًیض پایذاس است

خشپا یک  .18 < 19 یا  m + R > 2j لزا  ,m = 15, R= 4, j = 9 چْى .اصلحاػ خاسخی پایذاساست

 .تا تشسسی خشپا هطخص هی ضْد اصلحاػ داخلی پایذاس است .دسخَ ًاهؼیي استاتیکی است
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 12 = 12 یا  m+ R = 2j لزا ,m = 9, R = 3,  j = 6 چْى .اصلحاػ خاسخی پایذاس

 .تا تشسسی خشپا هطخص هی ضْد اصلحاػ داخلی پایذاس است . خشپا هؼیي استاتیکی است

خشپا  .16 > 15 یا  b + r < 2j لزا  ,m = 12, R = 3, j = 8 چْى .اصلحاػ خاسخی پایذاس

 .ًاپایذاس داخلی است
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توام هفصلِایص ًیض تایذ دس تؼادل تاضٌذ,ّلتی خشپادس تؼادل است. 

 ّ سّش هفصلِا ساّلتی هؼادلات تؼادل دس هفصلِاتشلشاساست

 .ًیشّ تَ گشٍ ّاسد هیطْد هی تْاى تکاس تست

توام اػضا ساست ُستٌذ ّ ًیشّ ّ ػضْ دس یک صفحَ هیثاضٌذ 

   تٌِا لاصم است هؼادلات      ضشایظ دّساى ّ لٌگش تغْسخْدکاس اسضا ضذٍ اًذ

∑ Fx = 0ّ ∑ Fy = 0 تشلشاستاضٌذ. 
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  ًٍوْداس خسن آصاد سا دسگشٍ ای کَ حذالل یک ًیشّتَ آى ّاسد ضذ

هوکي است لاصم تاضذ کَ دس اتتذا ًیشُّای تکیَ )است سسن هی کٌین

 )گاُی سا تؼییي کٌین

 

ًیشُّای هدِْل سا هطخص هی کٌین 

  ُویطَ فشض هی کٌین ًیشُّای هدِْل دسػضْکططی ُستٌذ گشٍ سا

 .تَ کطص ّاداس هیکٌي

دساًتِا اگش ػلاهت ًیشّ هٌفی تذست آهذ تایذ ػلاهت آًشا لشیٌَ کٌین. 
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هحْسُای هختصات سا سسن ًّیشُّاسا سّی آى تدضیَ هی کٌین. 

هؼادلات ∑ Fx = 0 ّ ∑ Fy = 0  سا تشلشاس کشدٍ ًّیشُّای

 .هدِْل سا تذست هی آّسین

 دس اداهَ تَ سّش هطاتَ اص گشٍ تَ گشٍ دیگش حشکت کشدٍ ّتوام

 .ًیشُّای هدِْل سا پیذا هیکٌین

ٍهفصل سا فطاس )ًیشّدس اػضای تحت فطاس تَ سوت گش

 .ّدساػضای تحت کطص اص گشٍ دّس هیطًْذ(هیذُذ
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2 m 

2 m 

500 N 

45o A 

B 

C 

 رًش هفصليا

Cy = 500 N 

FBA 

FBC 

500 N B 

45o 

 B گره 

x 

y 
SFx = 0: 

+ 

500 – FBC sin45o = 0 

 FBC = 707.11 N (C) 

SFy = 0: + 

- FBA + FBC cos45o  = 0 

 FBA = 500 N (T) 

Ax = 500 N 

Ay = 500 N 

meysam4366@yahoo.com 



2 m 

2 m 

500 N 

45o A 

B 

C 

Cy = 500 N 

Ax = 500 N 

Ay = 500 N 

 Aگره 

500 N 

500 N 

500 N 

FAC 

SFx = 0: 
+ 

500 - FAC = 0 

 FAC = 500 N (T) 
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 َتاتحلیلِای هکشس ّ تذست آّسدى ًیشّی اػضا هی تْاى ػضُْایی ک

 ًیشّیی سا حول ًوی کٌٌذ ضٌاسایی کشد
تَ هْاسد صیش تْخَ کٌیذ: 

 دسگشٍ ُایی کَ دّػضْغیشهتصل تَ تکیَ گاٍ داسًذ ّفالذًیشّی خاسخی

 ..اًذُشدّػضْ صفشًیشّیی اًذ

P 
A B 

C 

D 

E 

TCB 

TCD 

C دس ایٌداBC ّ CD 

 .صفشًیشّیی اًذ

meysam4366@yahoo.com 



  ّلتی سَ ػضْدسیک گشٍ تَ ُن هی سسٌذ عْسیکَ دّ ػضْ دسیک

ساستا ّػضْ سْم تا آًِا صاّیَ ای هی ساصد دسصْستیکَ تَ گشٍ 

 .ػضْ سْم صفش ًیشّیی است,ًیشّیی خاسخی ّاسد ًطْد

P 

A B 
C 

D 

E 

TBC TAB 

TBD 

B 

ُیچ  B تَ گشٍ ,دسایٌدا

ًیشّیی ّاسد ًویطْد لزا 

صفشًیشّیی  BDػضْ 

 .است

   TAB = TBC : ُوچٌیي 
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هوکي است  ّلتی اػضای صفش ًیشّیی تشداضتَ ضًْذ: 
ُشتغییشی دس تاسگزاسی هٌدشتَ حشکت اػضا دیگش ضْد. 

پایذاسی خشپا دستخْش تغییش ضْد. 

P 

A B 
C 

D 

E 

 ّ AD هوکي است فکشکٌیذ تاتشداضتي

BD یک هثلث ساختَ هی ضْد … 

تاایي کاس الضاهات دس ضشایظ ایستایی اسضا 

 هی ضًْذ

ػضْ فطاسی ّ  CEدسحالیکَ ػضْ

 هستؼذ تَ کواًص هی تاضذ
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P 

A 

B C 

D E 
Dx 

Dy Ey 

C 

FCD 

FCB SFx = 0:  FCB = 0 
+ 

SFy = 0: FCD = 0 + 

FAE 

FAB 

A 
q 

SFy = 0: FAB sinq = 0, FAB = 0  + 

SFx = 0:  FAE + 0 = 0,  FAE = 0 
+ 
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 :هثال
 

 .تااستفادٍ اص سّش هفاصل اػضای صفش ًیشّیی سا دس خشپای صیش ًطاى دُیذ

P 

A B 

C 

D 
E F G 

H 
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 :حل 

P 

A B 

C 

D 
E F G 

H 

 D گره 

SFy = 0: +  FDCsinq = 0,   FDC = 0 

SFx = 0: 
+ FDE + 0 = 0, FDE = 0 

x 

y 

D 

q 

FDC 

FDE 

0 

FEC 

FEF 

P 

E 
FEF = 0 SFx = 0: 

+ 
 Eگره 

Ax 

Ax 

Gx 

0 

0 0 
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P 

A B 

C 

D 
E F G 

H 

FHF 

FHA 
FHB 

x 

y 

H 

 Hگره 

SFy = 0: + 
  FHB = 0 

Ax 

Ax 

Gx 

G 
Gx FGF 

FGA 
 G گره 

SFy = 0: + FGA = 0 

0 

0 

0 0 

0 
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  ّلتی خسوی دس تؼادل است آًگاٍ ُش لسوت اص آى خسن ًیض دس
 .تؼادل خْاُذ تْد

سّش تحلیل 
 تاصدى همغغ یا تشضی دس لسوتی اصخشپا کَ ًیشّدسآى هطخص است ضشّع

 .هیکٌین

  هوکي است لثل اص خذا کشدى خشپا لاصم تاضذ ًیشُّای تکیَ گاُی سا تؼییي
سپس تاًْضتي هؼادلات تؼادل تشای لسوتی کَ ًیشُّا دس آى هدِْل  .کٌین

 .است اداهَ هی دُین

خسن آصاد سا تشای لسوتی کَ کوتشیي ًیشّ تَ آى ّاسدضذٍ است هی کطین. 

  سپس تَ تشتیة ًیشُّای هدِْل سا تاکوک هؼادلات تؼادل تذست خْاُین

 .آّسد
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C 

 رًش هقاطغ

100 N 

A 

B C D 

E F G 

2 m 

2 m 2 m 2 m 

Ex 

Dx 

Dy a 

a 

100 N 

A 

B 

G 

2 m 

45o 

FGF 

FGC 

FBC 

+ SMG = 0: 

100(2) - FBC(2) = 0 

 FBC = 100 N (T) 

SFy = 0: + 

-100 + FGC sin45o = 0 

 FGC = 141.42 N (T) 

+ SMC = 0: 

100(4) – FGF (2) = 0 

 FGF = 200 N (C) 
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 :هثال
 .ایي اػضا دس کطص ُستٌذ یا فطاس ..اص خشپای ضکل صیش سا تؼییي کٌیذ GF ّ GDًیشّی اػضای

6 kN 8 kN 2 kN 

Ax = 0 

Ay = 9 kN Ey = 7 kN 

A 

B C D 
E 

F 

G 

H 

3 m 3 m 3 m 3 m 

3 m 
4.5 m 
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2 kN Ey = 7 kN 

D E 

F 

 a-a هقطغ 

3 m 

6 kN 8 kN 2 kN 

Ax = 0 

Ay = 9 kN Ey = 7 kN 

A 

B C D 
E 

F 

G 

H 

3 m 3 m 3 m 3 m 

3 m 
4.5 m 

 a :حل 

a 

FFG 

FDG 

FDC 

+ SMD = 0: 

FFG sin26.6o(3.6) + 7(3) = 0, 

    FFG = -17.83 kN (C) 

3 m 

26.6o 

O 

+ SMO = 0: 

- 7(3) + 2(6) + FDG sin56.3o(6) = 0, 

    FDG = 1.80 kN (C) 

26.6o 

56.3o 
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 :هثال 
 

 .ضکل صیشا تذست آّسیذ Kاص خشپای  BC ّ MCًیشّی اػضای 

A 

B C D E F 
G 

H I J K L 

M N O P 

5.34 kN 6.67 kN 8 kN 7.11 kN 12.9 kN 

0 

3 m 

3 m 

4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 
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A 

B C D E F 
G 

H I J K L 

M N O P 

5.34 kN 6.67 kN 8 kN 7.11 kN 12.9 kN 

0 

3 m 

3 m 

4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 

 :حل
a 

a 

 a-a هقطغ 

A 

B 

L 

5.34 kN 
12.9 kN 

4.6 m 

6 m 

FLK 

FBM 

FLM 

FBC 

+ SML = 0: 

FBC (6) - 12.9(4.6) = 0, 

   FBC = 9.89 kN (T) 
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A 

B C D E F 
G 

H I J K L 

M N O P 

5.34 kN 6.67 kN 8 kN 7.11 kN 12.9 kN 

0 

3 m 

3 m 

4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 

b 

b 

C D E F 
G 

H I J K 

N O P 

6.67 kN 8 kN 7.11 kN 

3 m 

3 m 

4.6 m 4.6 m 4.6 m 4.6 m 

FKL 

FKM 

FCM 

9.89 kN 

+ SMK = 0: -FCM cos33.1o(6) - 9.89(6) - 8(4.6) + 7.11(18.4) = 0 

    FCM = 6.90 kN (T) 

33.1o 

meysam4366@yahoo.com 



meysam4366@yahoo.com 



N N 

V 

V 

M M 

N 

M 

V 

V 

N 

M 

 ػلاهت هثثت قراردادی
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 هثال
 

 .تشش ّ لٌگش داخلی سا دس تیش کٌسْل صیش دس ًماط هذًظش تؼییي کٌیذ

5 kN 5 kN 5 kN 5 kN 5 kN 

1 m 1 m 1 m 1 m 1 m 
20 kN•m 

A B C D 

D C ّ 
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 حل

5 kN 5 kN 5 kN 

1 m 1 m 1 m 
20 kN•m 

B C 
VC 

MC 

NC 0 = 

SFy = 0: + VC  -5 - 5 - 5 = 0,                      VC  = 15 kN 

+ SMC = 0: -MC  -5(1) - 5(2) - 5(3) -20 = 0,                      MC  = -50 kN 

VD 

MD 

ND 0 = 

5 kN 5 kN 5 kN 

1 m 1 m 1 m 
20 kN•m 

B D 

5 kN 

SFy = 0: + VD  -5 - 5 - 5 -5 = 0,                      VD  = 20 kN 

+ SMD = 0: -MD  -5(1) - 5(2) - 5(3) -20 = 0,                      MD  = -50 kN 
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 هثال
 

 .تؼییي کٌیذ Cتشش ّ لٌگش داخلی سا دس تیش صیش دس ًمغَ 

9 m 

20 kN/m 

3 m 
C 

A B 

meysam4366@yahoo.com 



9 m 

20 kN/m 

C 

A 
B 

VC 

MC 

NC 

3 m 

)20
9

3
(

30 kN 
C 

1 m 

10 kN 

= 0 

 حل

(2/3)9 = 6 m 

(1/2)(9)(20) = 90 kN 

By Ay 

Ax 

+ SMA = 0: By(9) - 90(6),                      By  = 60 kN 

= 60 kN 

SFy = 0: + Ay - 90 + 60 = 0                      Ay  = 30 kN 

30 kN = 

0 = 

SFy = 0: + 

-VC - 10 + 30 = 0,                      VC  = 20 kN 

= 20 kN 

+ SMC = 0: 

MC + 10(1) - 30(3) = 0,             MC  = 80 kN•m 

meysam4366@yahoo.com 



 هثال
 

هٌتمل  AB تَ ضاُتیش ایي تیشُا تاسُا سا ..تش کف هِاس ضذٍ تْسیلَ تیشچَ ُا ّاسد هی ضْد kN 40 تاس

  .تؼییي کٌیذ( ضاُتیش)اص تیش حوال   Cتشش ّ لٌگش سا دس ًمغَ .هی کٌٌذ

B 

40 kN  

2 m 2 m 2 m 0.6 m 1.4 m 

A 

C 2.5 m 

meysam4366@yahoo.com 



C 

 :حل 

40 kN  

0.6 m 1.4 m 

12 kN 28 kN 

12 kN 28 kN 
4 m 

6 m 

8 m 23 kN 17 kN 

B 

40 kN  

2 m 2 m 2 m 0.6 m 1.4 m 

A 

C 2.5 m 
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23 kN 
C 

28 kN 12 kN 
2.5 m 

17 kN 

C 

2.5 m 

17 kN VC 

MC 

NC 
= 0 

SFy = 0: + 

-VC + 17 = 0,                      VC  = 17 kN 

+ SMC = 0: 

MC - 17(2.5) = 0,             MC  = 42.5 kN•m 
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x1 

x2 

x3 

x1 x2 x3 

w 

P 

A 
B C 

D 

w 

P 

A 
B C 

D 

OR 
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 هثال
 

 .اص تکیَ گاٍ تیش صیشسا تؼییي کٌیذ Xػولکشد تشش ّ لٌگش سا دس فاصلَ 

9 m 

10 kN/m 

x 
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x 

10
9

x

45 kN 

270 kN•m 

 :حل
(1/2)(9)(10) = 45 kN 

(2/3)(9) = 6 m 
45 kN 

270 kN•m 

9
5)10

9
)()(

2

1
(

2xx
x =

3

x

V 

M 

N = 0 

SFy = 0: + 

045
9

5 2

=
x

V

45
9

5 2

=
x

V

+ SMx = 0: 

027045)
3

(
9

5 2

= x
xx

M

27045)
3

(
9

5 2

= x
xx

M

9 m 

10 kN/m 
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 :هثال
 

 .اص تکیَ گاٍ تیش صیشسا تؼییي کٌیذ X4ّ X1 , X2 , X3 ػولکشد تشش ّ لٌگش سا دس فاصلَ 

x2 

x3 x1 

x4 

60 kN/m 
265 kN 

135 kN•m 
4 m 

6 m 
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 :حل
60 kN/m 

265 kN 

1350 kN•m 
4 m 

6 m 

SFy = 0: + 505 - 60x1 - V = 0 

V = 505 - 60x1 

SFy = 0: + 505 -240 - V = 0 

V = 265 kN 

+ SMx2 = 0: 03420505)2(240 22 = xxM

2940265 2 = xM

505 kN 

3420 kN•m 

M V 505 kN 

3420 kN•m 

x1 

60x1 

+ SMx1 = 0: 03420505)
2

(60 1
1

1 = x
x

xM

342050530 1

2

1 = xxM

2 m x2 -2 

240 

x2 

505 kN 

3420 kN•m 

M V 
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60 kN/m 
265 kN 

1350 kN•m 
4 m 

6 m 
505 kN 

3420 kN•m 

SFy = 0: + 505 - 240 - V = 0 

V = 265 kN 

+ SMx3 = 0: 03420)4(505)2(240 33 = xxM

1880265 3 = xM

M 

V 

240 kN/m 

2 m 
505 kN 

3420 kN•m 
2 m x3 
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60 kN/m 
265 kN 

1350 kN•m 
4 m 

6 m 
505 kN 

3420 kN•m 

265 kN 

1350 kN•m 
x4 

M 

V 

SFy = 0: + V - 265 = 0 

V  = 265 kN 

+ SMx3 = 0: 01350265 4 = xM

1350265 4 = xM
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 هثال
 

 .اص تکیَ گاٍ تیش صیشسا تؼییي کٌیذ Xػولکشد تشش ّ لٌگش سا دس فاصلَ 

30 kN/m 

10 kN/m 

9 m 
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9 m 

4.5 m 

SFy = 0: + 

0])
9

)(20(
2

1
[1075 = Vx

x
x

+ SMx = 0: 

20 kN/m 

90 kN 

6 m 

90 kN 

10 kN/m 

2

x

2

x
3

x

10x 

10 kN/m 

x
x
)

9
)(20(

2

1

mkN
x

/
9

20

M 

V 

105 kN 75 kN 

211.11075 xxV =

0)
3

]()
9

)(20(
2

1
[)

2
)(10(75 = M

x
x

xx
xx

32 37.0575 xxxM =

75 kN 
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دیاگشام تشش ّ لٌگش دس تیشُا 

دیاگشام تشش ّ لٌگش دس لاتِا 

 دیاگشام لٌگشدس سّش) Superposition( 

هٌحٌی خوص 
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. . 
B C 

A D 

F1 F3 F2 

w = w (x) 

M1 

. 

M2 

. 

w 

x 
Dx 

W (x)Dx 

eDx 

Dx 

W (x) 

O . M + DM 

V + DV 

SFy = 0: + 

0)()( =DD VVxxwV

+  SMO = 0: 

0)()()( =DDDD MMxxxwMxV e
2)()( xxwxVM DD=D e

xxwV D=D )(
M 

V 
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2)()( xxwxVM DD=D e

xxwV D=D )(

 .ایي هؼادلَ ًتیدَ هی ضْد, Dx       0ّ گشفتي حذ ّلتی Dxتاتمسین کشدى تش

V
dx

dM
=

 تشش  =  ضیة دیاگشام لٌگش

)(xw
dx

dV
=

 ضذت تاس گستشدٍ( هٌفی) =ضیة دیاگشام تشش  
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 :دّ هؼادلَ لثل سا هی تْاى تا اًتگشال گیشی ًیض تذست آّسد

dxxwV =D )(

 )هٌفی(گستشدٍاًتگشال سغح صیش دیاگشام تاس = تغییشات تشش

ّ 

=D dxxVM )(

 اًتگشال سغح صیش هٌحٌی تشش = تغییشات لٌگش
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Dx 

M 

V 

M + DM 

V + DV 

. 
M´ 

O 

F 

Dx 

M 

V 

M + DM 

V + DV 

SFy = 0: + FV =D

 هٌفی است ّ دیاگشام ًطاى دٌُذٍ پشضی  سّ تَ پاییي است DV ,سّتَ پاییي تش تیش ّاسد هیطْد  Fتٌاتشایي ّلتی 

 .هثثت ّ دیاگشام سّ تَ تالا حشکت هی کٌذ ( DV)  , سّ تَ تالا ّاسد ضْد F ,ُواًغْسکَ اگش 

 دیاگشام لٌگش ًیضسّ تَ تالا ,هثثت است DM ,ساػتگشد ػول کٌٌذ  ´M اگش یک خفت گطتاّس ,دس هْسد لٌگش

 .ُویٌغْس اگش گطتاّسُا خلاف خِت ػمشتَ ُای ساػت حشکت کٌٌذ ػکس ایي لضیَ اتفاق هی افتذ.حشکت هی کٌذ

+ SMO = 0: DM=M´ 
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ML MR M´ 
0 

P 

VL VR 

ML MR 

VL VR 

ML MR 
w0 

VL 
VR 

 VL = ضیة

 VR 0 = ضیة

0 

ML 

MR 

ML 
MR 

0 

0 

VL 

VR 

MR 
-wo ضیة = VL 

 VR = ضیة

ML 
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VL VR 

ML MR 
w1 

w2 

VL VR 

ML MR 
w1 w2 

VR 

VL 

ML 
MR 

 w1- = ضیة

 w2- = ضیة

 VR = ضیة

 VL = ضیة

ML 

VL 

VR 

 w1 = ضیة

 w2 MR- = ضیة

 VR = ضیة

 VL = ضیة
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 هثال

 

  .ًوْداسُای تشش ّ لٌگش سا تشای تیش ًطاى دادٍ ضذٍ سسن کٌیذ

9 m 

20 kN/m 
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9 m 

20 kN/m 

+ 

 حل

(2/3)9 = 6 m 

(1/2)(9)(20) = 90 kN 

30 kN 60 kN 

x 

V (kN) 

30 

+ 

60 

- 

x 

M )kN•m( 

V = 0 

M 

)
9

20)()(
2

1
(

x
x

3

x

SFy = 0: + 

x = 5.20 m 

0)
9

20)()(
2

1
(30 =

x
xx 

+ SMx = 0: 

0)]2.5(30)
3

2.5
)](

9

2.5
20)(2.5)(

2

1
[( =M

M = 104 kN•m 

104 

V = 0 

= 5.20 m 

x 

)
9

20(
x

30 kN 
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 هثال
 

 .ًوْداسُای تشش ّ لٌگش سا تشای تیشُای ًطاى دادٍ ضذٍ سسن کٌیذ

 P 

L 

L 

MO 

L 

wo  

L 

wo  
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+ 

L 

Mo 

 حل
 P 

L 
P PL 

0 

0 

Mo 

0 

x 

V P 

+ 

x 

M 

-PL 

- 

x 

V 

x 

M Mo 
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L 

wo  

wo L 

0 

wo L
2 

2 
L 

wo  

(wo L)/2 

0 

wo L
2 

2 

x 

V wo L 

+ 

x M 

-wo L
2 

2 

- 

x 

V (wo L)/2 

+ 

x M 

-wo L
2 

2 

- 
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 هثال
 

  .ًوْداسُای تشش ّ لٌگش سا تشای تیش ًطاى دادٍ ضذٍ سسن کٌیذ

3 kN 

5 kN•m 

A B 

C D 

3 m 1.5 m 1.5 m 
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3 kN 

5 kN•m 

A B 

C D 

3 m 1.5 m 1.5 m 

 حل

0.67 kN 2.33 kN 

V (N) 
x (m) 

0.67 

+ 

-2.33 

- 

M )kN•m( 
x (m) 

2.01 

+ 

-1.49 

3.52 

- 
+ 
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 هثال
 

  .ًوْداسُای تشش ّ لٌگش سا تشای تیشهشکة ًطاى دادٍ ضذٍ سسن کٌیذ

 .اتصال لْلایی است   B غلتکی ّدس Cگیشداس ّدس   Aفشض کٌیذ تکیَ گاٍ دس

12 m 12 m 15 m 

8 kN 30 kN•m 

A B C 

 هفصل
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Ay 

Ax 

MA 

 :حل

Cy 

By 

Bx 

Bx 

By 

0 = 

= 2 kN 

= 2 kN 

= 2 kN 

= 0 
= 0 

= 6 kN 

8 kN 

30 kN•m 

= 48 kN•m 

12 m 12 m 15 m 

8 kN 30 kN•m 

A B C 

 هفصل
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V (kN) 
x (m) 

6 6 

-2 -2 

x (m) M )kN•m( 

-48 

24 

-30 

8 m  

- 

+ 

- 

12 m 12 m 15 m 

8 kN 

A B C 

30 kN•m 30 kN•m 

6 kN 

48 kN•m 

2 kN 
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 هثال
 

  .ًوْداسُای تشش ّ لٌگش سا تشای تیشهشکة ًطاى دادٍ ضذٍ سسن کٌیذ

 .اتصال لْلایی اًذ B ّ Dغلتکی است ّ A ّCفشض کٌیذ تکیَ گاٍ دس  .

5 kN 
3 kN/m 2 kN/m 60 kN • m 

 هفصل

10 m 6 m 4 m 6 m 6 m 

A 
B C D 
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By 

Bx 

Bx 

By 

Ay 

Cy Dy 

Dx 

= 0 kN 

= 16 kN 

= 4 kN 

= 16 kN 

0 = 

= 0 kN 

= 45 kN = -6 kN 

 :حل

5 kN 9 kN 9 kN 

4 m 4 m 

60 kN • m 

20 kN 

5 kN 
3 kN/m 2 kN/m 60 kN • m 

 هفصل

10 m 6 m 4 m 6 m 6 m 

A 
B C D 

meysam4366@yahoo.com 



V (kN) x (m) 

-16 
-21 

-21 

24 

6 

      M 

 )kN • m( 
x (m) 

2 m 

60 

64 

-96 

-180 

+ 

- 

4 

5 kN 2 kN/m 60 kN • m 

(Hinge) لٌلا 

10 m 6 m 4 m 6 m 6 m 

B C D 

3 kN/m 

A 

4 kN 

45 kN 

6 kN 
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P1 

B 

P2 

Ay 

Cx 

Cy 
Bx 

By 

MB 

Bx 

By 

MB 
Bx 

By 

MB 

Bx 

By 

MB 

P1 

P2 

Ay 

Cx 

Cy 

P1 

P2 

A 

B 
C 
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Cx 

Cy 

Bx 

By 

MB 

MB 

P2 

P2 = Bx 

P2 

Ay 

Bx 

By 

MB 

By By = Cy 

MB MB 

MB 

A 

B 
C 
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 هثال
 

  .ًوْداس لٌگش سا تشای لاب ًطاى دادٍ ضذٍ سسن کٌیذ

 .گیشداس است  B لْلا ُستٌذ ّ Aّ C ّ Dفشض کٌیذ .

3 kN/m 

15 kN 

4 m 4 m 

12 m 

60 kN•m 
A 

B C 

D 
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 ىای تکیو گاىیپیدا کردى ًاکنش 

15 kN 

4 m 4 m 

B 

36 kN 

60 kN•m 

Ax 

Ay 

Dx 

Dy 

= 5 kN 

= 42 kN 

= 41 kN 

= -27 kN 

Cx 

Cy 

Cx 

Cy 

= 5 kN 

= 5 kN 

= 42 kN 

= 42 kN 

3 kN/m 

15 kN 

4 m 4 m 

12 m 

60 kN•m 
A 

B C 

D 
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V (kN) 

x (m) 
Bx 

By 

MB 

 AB ػضٌ 

= 276 kN•m 

12 m 

3
 k

N
/m

 

A 

B 

Ax=41 kN 

Ay= 27 kN 

= 5 kN 

= 27 kN 

41 

5 

M )kN•m( 

x (m) 

276 
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- - 

V (kN) 

x (m) 

15 kN 

4 m 4 m 

B 

5 kN 

42 kN 

C 

 BC ػضٌ 

41 kN 

27 kN 

Bx 

By 

MB 

12 m 

3
 k

N
/m

 

A 

B 

= 5 kN 

= 27 kN 

= 276 kN•m 

5 kN 

27 kN 

276 kN•m 

-27 
-42 -42 

    M  

)kN•m( 
x (m) 

276 

168 
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- 

V (kN) 

x (m) 

60 kN•m 

5 kN 

 5 kN 

 42 kN 

D 

C 

 42 kN 

12 m 

 CD  ػضٌ 

-5 

-5 

M )kN•m( 

x (m) 

60 

+ 
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 دیاگرام لنگر خوشی در قاب

276 

A 

B 

+ 

276 

168 

C 

+ 

60 D 

+ 

3 kN/m 

15 kN 

4 m 4 m 

12 m 

60 kN•m 
A 

B C 

D 
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 هثال
  .ًوْداس لٌگش سا تشای لاب ًطاى دادٍ ضذٍ سسن کٌیذ

 .گیشداس است  B غلتکی است Cّلْلاست  A فشض کٌیذ .

40 kN/m 

80 kN 

4 m 4 m 

2 m 

3 m 

A 

B C 
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120 kN 

1.5 m 36.87o 

80 kN 

4 m 4 m 

2 m 

3 m 

B 

Ay 

Ax 

Cy 

+ SMA = 0; 

+ SFx = 0; 

+ SFy = 0; 

82.5 kN = 

- (120)(1.5) - (80)(6) + 8Cy = 0 

            Cy  = 82.5 kN,  

120 kN = 

-Ax + 120 = 0;       Ax   = 120 kN ,  

= 2.5 kN 

- Ay - 80 + 82.5 = 0;   Ay  = 2.5 kN ,  
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Bx 

By 

MB 

Bx 

By 

MB B 

80 kN 

82.5 kN 

B 

C 2 m 2 m 

2.5 kN 

120 kN 

120 kN 

A 

B 

36.87o 1.5 m 

1.5 m 

By´  
Bx´ 

MB´  

By´  

Bx´ 

MB´  

+ SMB = 0: 

 BC ػضٌ 

+ SFy = 0: 

2.5 kN = 

-By - 80 + 82.5 = 0,        By = 2.5 kN ,  

36.87o 

By´ cos 36.87 

By´ sin 36.87 

-Bx´cos 36.87 + By´sin 36.87 + 0 = 0 -----(1) 

  Bاتصال

+ SFx = 0; 

36.87o 

Bx´cos 36.87 

Bx´sin 36.87 

-Bx´sin 36.87 - By´cos 36.87 + 2.5 = 0 -----(2) 

+ SFy = 0; 

=2.5 kN  

= 0 kN 

=170 kN•m 

170 kN•m= 

 Bx´ = 1.5 kN  By´ = 2 kN  (2) :ّ (1)اصحل هؼادلات 

1.5 kN =  
= 2 kN 

=1.5 kN 

=170 kN•m 2 kN= 

 0 kN = 

170 kN•m = 

-MB  -80(2) + 82.5(4) = 0,               MB  = 170 kN•m 
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1.5 kN 

170 kN•m 

2 kN B 

120 kN 
36.87o 

2.5 kN 

120 kN 

36.87o 

1.5 kN 

170 kN•m 

2 kN 

70 kN 
97.5 kN 

70 

-2 

x (m) 

M )kN•m( 

4.86m 

+ 

- 

170.1 

170 

x (m) 

V (kN) 
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40 kN/m 

80 kN 

A 

B C 

- 

- 

80 kN 

82.5 kN 

B 

C 170 kN•m  

2.5 kN  

V (kN) x (m) 

-2.5 

-82.5 

M )kN•m( x (m) 

170 165 

170 

+ 

170 165 

+ 

A 

C 
B 

M )kN•m( 
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L 

P 

M 
x 

-PL 

L 

wo 

M 
x 

2

2Lwo Parabolic curve 

 اکثش تاسگزاسی ُا دس تحلیل ساصٍ تشکیثی اص تاسُا ُستٌذ: 
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M 

x 

Mo 

L 

Mo 

L 

wo 

M 
x 

6

2Lwo  هٌحٌی هکؼثی 
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M )kN•m( 

x (m) 

-20 

70 

= 

M )kN•m( 

x (m) 

90 

M )kN•m( 

x (m) 

-20 

+ 

M )kN•m( 

x (m) 

-30 

+ 

12 m 

20 kN•m 20 kN•m 5 kN/m 

12 m 

5 kN/m 
= 

12 m 

20 kN•m 
+ 

12 m 

20 kN•m 

+ 
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 هثال
 

  .ًوْداس لٌگش سا تشای لاب ًطاى دادٍ ضذٍ سسن کٌیذ

 .تَ تؼذ کٌسْلی است  Bفشض کٌیذ تیش اص تکیَ گاٍ  (Superpositio). تا استفادٍ اص سّش

6 m 

20 kN•m 

5 kN/m 

2 m 

B 
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6 m 

20 kN•m 

5 kN/m 

2 m 

 :حل 

8.33 kN 6.67 kN 

6 m 

8.33 kN 

+ 

6 m 

5 kN/m 
+ 

20 kN•m 

= 

M )kN•m( 

x (m) 

49.98 
+ 

M )kN•m( 

x (m) 

-20 -20 

-20 

M )kN•m( 

x (m) 
   4.84 

= 

M )kN•m( 

x (m) 

-30 

+ 

B 
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+ M + M 

 گطتاّس هثثت

 تمؼش سّتَ تالا

- M - M 

 گطتاّس هٌفی

 تمؼش سّتَ پاییي

P1 

P2 
M 

x 

 نقطو ػطف

M 

x 

 نقطو ػطف

P1 

P2 
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تشش ّ )سسن ًوْداس خظ تاثیش تشای ػولِای اًدام ضذٍ  ;حالت کلی

 :ّدسًتیدَ ..(لٌگشّ

 
 تالاتشیي ًمغَ اص دیاگشام خظ تاثیش Xتضسگی ًیشّی  = (تاسًمغَ ای(تیطتشیي تاثیش 

 

 دس تؼضی هْاسد ػثْسچٌذیي تاسهتوشکضاصسّی ًمغَ ای ساصٍ است

 هثلا ػثْسلغاساصسّی پل
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10’ 30’ 

C A B 

x 

Vc 

-0.25 

0.75 

10’ 40’ 

 Cخط تاثیر برای برش در نقطه 
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10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

5’ 5’ 
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10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

x 

Vc 

-0.25 

0.75 

10’ 40’ 15’ 20’ 

0.625 0.5 

(Vc)1 = 1(0.75) + 4(0.625) + 4(0.5) = 5.25 k 
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10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

5’ 5’ 
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10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

x 

Vc 

-0.25 

0.75 

10’ 40’ 15’ 

0.625 

(Vc)2 = 1(-0.125) + 4(0. 75) + 4(0.625) = 5.375 k 

5’ 

-0.125 
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10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

5’ 5’ 
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10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

x 

Vc 

-0.25 

0.75 

10’ 40’ 15’ 

(Vc)3 = 1(0) + 4(-0.125) + 4(0.75) = 2.5 k 

5’ 

-0.125 
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 :هْسد اّل

(Vc)1 = 1(0.75) + 4(0.625) + 4(0.5) = 5.25 k 

 

 :هْسد دّم

(Vc)1 = 1(-0.125) + 4(0. 75) + 4(0.625) = 5.375 k 

 

 :هْسد سْم

(Vc)1 = 1(0) + 4(-0.125) + 4(0.75) = 2.5 k 

meysam4366@yahoo.com 



تغییشدستششDV تشای تاسP کَ حشکت هیکٌذ اصx1 َت x2  سّی
 :تیشتؼییي هیطْد تا

ضشب کشدى P دستغییشػشض خظ تاثیش.(y2-y1)  

 

 

اگش ضیة خظ تاثیش سا s  تٌاهین خْاُین داضت: 

 (y2-y1)= s.(x2-x1) 

 

 

DV = P.s.(x2-x1) 

DV= P(y2-y1)  

meysam4366@yahoo.com 



10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

5’ 5’ 

 برش
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10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

x 

Vc 

-0.25 

0.75 

10’ 40’ 15’ 

0.625 

DV1-2 = 1(-1) + [1+4+4] (0.025)(5)= +0.125 k 

5’ 

-0.125 

S = 0.75/(40-10) = 0.25/10 = 0.025 

 ترش
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10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

5’ 5’ 

 ترش
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10’ 30’ 

C A B 

1K 4K 4K 

x 

Vc 

-0.25 

0.75 

10’ 40’ 15’ 

5’ 

-0.125 

DV2-3 = 4(-1) + [1+4+4] (0.025)(5)= -2.875 k 

 ترش
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10’ 30’ 

C A B 

x 

Mc 

10’ 40’ 

 Cخط تاثیر لنگر درنقطه 

7.5 
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DM = Ps(x2-x1) 

 
DM1-2 = -2(7.5/10)(4) + (4+3)(7.5/(40-10))(4) = 1.0 k. ft 

 

DM2-3 = -(2+4)(7.5/10)(6) + (3)(7.5/(40-10))(6) = -22.5 k. ft 

meysam4366@yahoo.com 



C A B 

2K 4K 3K 

 مورد اول ’6 ’4

C A B 

2K 4K 3K 

 مورد دوم ’6 ’4

C A B 

2K 4K 3K 

 مورد سوم ’6 ’4

10’ 30’ 

10’ 30’ 

10’ 30’ 
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C A B 

2K 4K 3K 

 مورد اول

C A B 

2K 4K 3K 

 مورد دوم

C A B 

2K 4K 3K 

 مورد سوم

10’ 30’ 

10’ 30’ 

10’ 30’ 

DM1-2 = -2(7.5/10)(4) + (4+3)(7.5/(40-10))(4) = 1.0 k. ft 

DM2-3 = -(2+4)(7.5/10)(6) + (3)(7.5/(40-10))(6) = -22.5 k. ft meysam4366@yahoo.com 



 تاتْخَ تَ ًتایح دسهیاتین کَ حذاکثش لٌگش دسهْسد دّم سخ خْاُذ

 .داد

 

(Mc) max = 2(4.5) + 4(7.5) + 3(6.0) = 57 k. ft 

x 

Mc 

10’ 40’ 

7.5 

4.5 

6 

6’ 16’ 

meysam4366@yahoo.com 



 َتشای یک تیش کٌسْل تشش حذاکثشهغلك دسًمغَ ای ًضدیک تکی

  .گاٍ سخ خْاُذداد

V ماکسیمم خالص 

meysam4366@yahoo.com 



 َتشای یک تیش کٌسْل لٌگش حذاکثشهغلك دسًمغَ ای ًضدیک تکی

کَ دسُواى ًمغَ حذاکثش تشش سخ دادٍ   گاٍ سخ خْاُذداد

 .اهاتاسُادساًتِای تیشّالغ خْاٌُذ ضذ.است

 

M ماکسیمم خالص 

M ماکسیمم خالص meysam4366@yahoo.com 



 دستیشتاتکیَ گاٍ سادٍ تشش حذاثش دسًضدیکی یک اص تکیَ گاُِا سخ

 .خْاُذداد

A B 

V ماکسیمم خالص 
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 دستیش تاتکیَ گاٍ سادٍ ّتاسّاحذحذاکثشلٌگشدسّسظ دُاًَ سخ هی

اهادستؼذدتاسُاتاتْخَ تَ هْلؼیت تاسُا تؼییي هی ضْدّتایذ تاتحلیل .دُذ

 .ایي هْسد سا تذست آّسین

 A B مثال

C 
L 

FR 
F3 F2 F1 

L/2 L/2 

x x’-x 

x’ d1 

d2 

Ay By 

   







=

=

xx
L

F
L

A

M

Ry

b

'
2

1

0
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A 

F1 

L/2 - x 

d1 

V2 

M2 

   

11

2

11

112

'

2

'

4

2
'

2

1

2

0

dF
L

xxF

L

xFxFLF

dFx
L

xx
L

F
L

dFx
L

AM

M

RRRR

R

y

b

=


















=









=

=
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A 

F1 

L/2 - x 

d1 

V2 

M2 

2

'

0
'22

x
x

L

xF

L

xF

dx

dM RR

=

=


=

 رانیاز داریم M2مابیشترین مقدار 
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 تاسّاحذهداصی 

C 
A B 

w 

C 
A B 

 تیرىا ً قاتيا :رًش کارهدازی

DCv 


D=D

L

Cv dx
EI

Mm

0

1

 تاسّالؼی 

1 rA rB 

x1 x2 

RB 
RA 

x1 x2 

B 

rB 

x2 

vD2 

mD2 
x1 

rA 

vD1 

mD1 

 تغییشهکاى ػوْدی 

w 

B 

x2 

RB 

V2 

M2 

x1 

RA 

V1 

M1 
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 گطتاّسّاحذهداصی 

C 
A B 

w 

C 
A B 

 ضیة 

 تاسّالؼی

x1 x2 

RB 
RA 

w 

B 

x2 

RB 

V2 

M2 

x1 

RA 

V1 

M1 

B 

rB 

x2 

vq2 

mq2 

rA 

vq1 

mq1 

rA 

x1 x2 1 

=

L

C dx
EI

Mm

0

1 qq

qC 
rB 
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 :هثال 
 

سا ثاتت  EI .تؼییي کٌیذ  C ضیة ّ تغییش هکاى سا دس ًمغَ .دس اًتِای تیشضکل صیش ّاسد ضذٍ است P تاس

 .فشض کٌیذ

2a a 

A 
B C 

P 

nC 
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 Mلنگر ًاقؼی

A 
B 

C 2a a 

P 

A 
B 

C 2a a 

 :حل 

  mDلنگر هدازی

 Cخاتدایی در 

1 kN 

x1 x2 

-a 

   m 

mD2 = -x2 

x1 x2 

-Pa 

   M 

M2 = -Px2 


D=D

L

C dx
EI

Mm
kN

0

))(1( 22

0

2

2

0

1
11 )()(

1
)

2
)(

2
(

1
dxPxx

EI
dx

Pxx

EI

aa

= 

,)
3

)(()
3

8
)(

4
)(

1
()

3
)(()

3
)(

4
)(

1
(

3333

2

3

1

0

2

0 EI

Paa

EI

PaP

EI

x

EI

PxP

EI

aa

C ===D

2

3

2

1

2

1
1

Px
M =

2

3P

2

P

2

1
1

x
m =q

mD2 = -x2 M2 = -Px2 
2

1
1

Px
M =2

1
1

x
m =q
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A 
B 

C 2a a 

P 

A 
B 

C 2a a 

 Mلنگر ًاقؼی   mqلنگر هدازی

 Cشیة در 

x1 x2 

-1 

   m 

x1 x2 

-Pa 

   M 

M2 = -Px2 

=

L

C dx
EI

Mm
mkN

0

))(1( qq 2

0

2

2

0

1
11 ))(1(

1
)

2
)(

2
(

1
dxPx

EI
dx

Px

a

x

EI

aa

 =

),(
6

7
)

2
)(

1
()

3

8
)(

4
)(

1
()

2
)(

1
()

3
)(

4
)(

1
(

2232

2

3

1

0

2

0 EI

PaPa

EI

a

a

P

EI

Px

EI

x

a

P

EI

aa

C ===q

1 kN•m 

a2

1

a2

1

a

x
m

2

1
1 =q

12 =qm 2

1
1

Px
M =

2

3P

2

P

M2 = -Px2 a

x
m

2

1
1 =q

12 =qm 2

1
1

Px
M =
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 :هثال 
 

  .تؼییي کٌیذ  B ضیة ّ تغییش هکاى سا دس ًمغَ

E = 200 Gpa , I = 250×106
mm

4 

A 5 m 

B 

3 kN/m 

meysam4366@yahoo.com 



 :حل 

  mDلنگرهدازی

A 5 m 

B 

 1 kN 
x 

 1 kN 
x 

v 

mD -1x = 

x 
 Mلنگر ًاقؼی 

A 5 m 

B 

3 kN/m 

x 

3x 

2

x

V 

M =
2

3 2x

 Bتغییرهکاى ػوٌدی در 


D=D

L

B dx
EI

Mm
kN

0

))(1(

EI

mkNx

EI

x

EI
dx

x
x

EI

3245

0

35

0

2 375.234
)

8

3
(

1

2

31
)

2

3
)((

1 5

0


==== 

)10250)(10200(

375.234

466

3

m
m

kN

mkN
B




=D = 0.00469 m = 4.69mm, 

-1x = =
2

3 2x
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 :حل 

  mqلنگرهدازی

A 5 m 

B 

-1 = 

x 
 Mلنگر ًاقؼی 

A 5 m 

B 

3 kN/m 

=
2

3 2x

 Bشیة در 

=

L

B dx
EI

Mm
mkN

0

))(1( qq

EI

mkNx

EI

x

EI
dx

x

EI

3235

0

25

0

2 5.62
)

6

3
(

1

2

31
)

2

3
)(1(

1 5

0


==== 

)10250)(10200(

5.62

466

2

m
m

kN

mkN
B




=q = 0.00125 rad, 

x 1 kN•m 

x 

v 

mq 1 kN•m 

x 

3x 

2

x

V 

M -1 = =
2

3 2x
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A C D 

B 

5 kN 14 kN•m 

2 m 2 m 3 m 

 :هثال 
 

  .تؼییي کٌیذ  B ضیة ّ تغییش هکاى سا دس ًمغَ

E = 200 Gpa , I = 60×106
mm

4 

meysam4366@yahoo.com 



A 

C 

D B 

5 kN 14 kN•m 

2 m 2 m 3 m 

A 
C D B 

2 m 2 m 3 m 

1 kN 

  mDلنگرهدازی 
 Mلنگرًاقؼی 

0.5 kN 0.5 kN 

x3 x2 

6 kN 1 kN 


D=D

L

B dx
EI

Mm
kN

0

))(1(

 =

3

0

3

2

0

22211

2

0

1 )0)(0()6)(5.0(
1

)14()5.0(
1

dxdxxx
EI

dxxx
EI

1 

11 5.0 xm =D

x1 

22 5.0 xm =D

mD 

mD 

14 

x3 x2 x1 

M1 = 14 - x1 

M2 = 6x2 

2

0

2

0

)
3

3
)(

1
()

3

5.0

2

7
)(

1
()3(

1
)5.07(

1
3

2

3

1

2

1

2

0

2

2

21

2

1

2

0

1

x

EI

xx

EI
dxx

EI
dxxx

EI
== 

)60)(200(

667.20667.20
==D

EI
B

= 0.00172 m = 1.72 mm, 

11 5.0 xm =D 22 5.0 xm =D

M1 = 14 - x1 

M2 = 6x2 

 Bخاتدایی در 
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A 

C 

D B 

5 kN 14 kN•m 

2 m 2 m 3 m 

A 
C D B 

2 m 2 m 3 m 

 Mلنگرًاقؼی   mqلنگرهدازی 

0.25 kN 

x3 x2 

6 kN 1 kN 

=

L

B dx
EI

Mm
mkN

0

))(1( qq  =

3

0

3

2

0

22211

2

0

1 )0)(0()6)(25.0(
1

)14()25.0(
1

dxdxxx
EI

dxxx
EI

x1 

mq 

mD 

14 

x3 x2 x1 

M1 = 14 - x1 

M2 = 6x2 

 =

2

0

2

2

21

2

1

2

0

1 )5.1(
1

)25.05.3(
1

dxx
EI

dxxx
EI

)60)(200(

333.2333.2
==

EI
Bq = 0.000194 rad 

1 kN•m  0.25 kN 

0.5 

-0.5 

mq1 = 0.25x1 

mq2 = -0.25x2 

2

0

2

0

)
3

5.1
(

1
)

3

25.0

2

5.3
(

1
3

2

3

1

2

1 x

EI

xx

EI
=

M1 = 14 - x1 

M2 = 6x2 

mq1 = 0.25x1 

mq2 = -0.25x2 

 Bشیة در 
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 :هثال 
 دسلاب صیش تؼییي کٌیذ   Cضیة ّ تغییشهکاى افمی سا دس ًمغَ

E = 200 Gpa I  =  200×106 
mm

4    ,     

 

A 

B C 

5 m 

6 m 

2 kN/m 

4 kN 

1.5 EI 

EI 
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A 

C 

  mDلنگرهدازی

A 

B C 

5 m 

6 m 

2 kN/m 

4 kN 

x1 

x2 

1 

x2 

x1 

M2= 12 x2 

12 kN 

16 kN 

12 kN 

m2= 1.2 x2 

m1=  x1 

1.2 kN 

1 kN 

1.2 kN 

 Mلنگر ًاقؼی

M1= 16 x1- x1
2

 

=D

L

CH dx
EI

mM
kN

0

))(1(  =

5

0

2221

2

11

6

0

1 )12)(2.1(
1

)16()(
5.1

1
dxxx

EI
dxxxx

EI

 =

5

0

2

2

2

6

0

1

3

1

2

1 )4.14(
1

)16(
5.1

1
dxx

EI
dxxx

EI

)200)(200(

1152600552
)

3

4.14
(

1
)

43

16
(

5.1

1 5

0

6

0

3

2

4

1

3

1 ===D
EIEI

x

EI

xx

EI
CH

=  + 28.8 mm ,  

M2= 12 x2 m2= 1.2 x2 

m1=  x1 M1= 16 x1- x1
2
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A 

C 

A 

B C 

5 m 

6 m 

2 kN/m 

4 kN 

x1 

x2 

x2 

x1 

M2= 12 x2 

12 kN 

16 kN 

12 kN 

m2= 1-x2/5 

m1=  0 

1/5 kN 

0 

  mqلنگرهدازی  Mلنگرًاقؼی 

M1= 16 x1- x1
2

 

=

L

C dx
EI

mM
mkN

0

))(1( q  =

5

0

22
2

1

2

11

6

0

)12)(
5

1(
1

)16()0(
5.1

1
dxx

x

EI
dxxx

EI

 =

5

0

2

2

2
2 )

5

12
12(

1
0 dx

x
x

EI

)200)(200(

5050
)

35

12

2

12
(

1 5

0

3

2

2

2 ==


=
EI

xx

EI
Cq =  + 0.00125 rad ,  

1 kN•m 

1/5 kN 

M2= 12 x2 m2= 1-x2/5 

m1=  0 M1= 16 x1- x1
2
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+ 

+ 

60 

60 

M  kN•m  

16 

-12 
- 

+ 
V  kN 

4 

A 

B C 

5 m 

6 m 

2 kN/m 

4 kN 

12 kN 

16 kN 

12 kN 

DCH= = 28.87 mm 

qC = 0.00125 rad ,  
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5 kN 

3 m 

60o 

2 m 

A 

B 

C 

 :هثال 
 دسلاب صیش تؼییي کٌیذ   Cضیة ّ تغییشهکاى لائن سا دس ًمغَ

E = 200 Gpa I  =  15×106 
mm

4    ,     
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 Mلنگرًاقؼی   mDلنگرهدازی 

3 m 

B 

C 

30o 

 Cتغییرهکاى در 

3 m 

B 

C 

30o 

x1 

1 kN 

x1 

1 kN 

C 

30o 

nD1 

vD1 

mD1 = -0.5x1 1.5 m 

1.5 kN•m 

1 kN 

mD1 = -0.5x1 

x1 

5 kN 

1.5 m 

x1 

5 kN 

C 

30o 

N1 

V1 

7.5 kN•m 
M1 = -2.5x1 

x2 2 m 

A 

1.5 kN•m 

mD2 = -1.5 

x2 

5 kN 

2 m 

A 

7.5 kN•m 

x2 

1.5 kN•m 

1 kN 

vD2 

nD2 mD2 = -1.5 

x2 

7.5 kN•m 

5 kN 

N2 

V2 

M2 = -7.5 


D=D

L

Cv dx
EI

Mm
kN

0

))(1(  =

2

0

211

3

0

1 )5.7)(5.1(
1

)5.2()5.0(
1

dx
EI

dxxx
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)15)(200(

75.3375.33
)25.11(

1
)

3
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(

1 2

0

3

0

2

2

3

1 ===D
EI

x
EI

x

EI
Cv =  11.25 mm ,  
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 Mلنگرًاقؼی  mqلنگرهدازی 

3 m 

B 

C 

30o 

x1 

1.5 m 

1 kN•m 

x2 2 m 

A 

1 kN•m 

mq1 = -1 

mq2 = -1 

2 m 

A 

3 m 

B 

C 

30o 

x1 

5 kN 

1.5 m 

7.5 kN•m 

x2 

7.5 kN•m 

5 kN 

M1 = -2.5x1 

M2 =- 7.5 

x1 

5 kN 

C 

30o 

N1 

V1 

=

L

C dx
EI

Mm
mkN

0

))(1( qq  =

2

0

211

3

0

)5.7)(1(
1

)5.2()1(
1

dx
EI

dxx
EI

)15)(200(

25.2625.26
)5.7(

1
)

2

5.2
(

1 2

0

3

0
2

2

1 ===
EI

x
EI

x

EI
Cq =  0.00875 rad,  

 Cشیة در 

1 kN•m 

x1 C 

30o 

nq1 

vq1 

1 kN•m 

mq1 = -1 M1 = -2.5x1 

x2 

1 kN•m 

nq2 

vq2 

mq2 = -1 

x2 

7.5 kN•m 

5 kN 

N2 

V2 

M2 = -7.5 
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 انرژی کرنشی هدازی دراثر نیرًی هحٌری ًترش ً پیچش ً تغییرات دها

 ًیشّی هحْسی 
=

L

n dx
AE

nN
U

0

 n = ًیشّی هحْسی هداصی داخلی کَ دس اثش تاسّاحذ هداصی خاسخی تْخْد آهذٍ است 

 N = ًیشّی هحْسی داخلی دس ػضْ کَ دساثشتاس ّالؼی تْخْد آهذٍ است 

 L = ْعْل ػض 

 A = ْسغح همغغ ػشضی ػض 

 E = ْهذّل الاستیسیتَ ػض 

 خوص 

=

L

b dx
EI

mM
U

0

 m =  لٌگش هداصی داخلی کَ دس اثش تاسّاحذ هداصی خاسخی تْخْد آهذٍ است     
M =  لٌگشداخلی دس ػضْ کَ دساثشتاس ّالؼی تْخْد آهذٍ است  

L = ْعْل ػض 

  E =                ْهذّل الاستیسیتَ ػض  

 I =                 ْهواى ایٌشسی ػض  

meysam4366@yahoo.com 



 پیچص

=

L

t dx
GJ

tT
U

0

t =  لٌگش پیچطی هداصی داخلی کَ دس اثش تاسّاحذ هداصی خاسخی تْخْد آهذٍ است  

T =  لٌگشپیچطی داخلی دس ػضْ کَ دساثشتاس ّالؼی تْخْد آهذٍ است   

                 G =                ْهذّل  الاستیسیتَ تشضی ػض    

J = هواى ایٌشسی لغثی 

J = pc 4/2 کَ   c  ضؼاع سغح همغغ ػضْ است  

meysam4366@yahoo.com 



 تشش

=

L

s dx
GA

vV
KU

0

)(

 v = تشش هداصی داخلی دس ػضْکَ دساثشتاسّاحذ هداصی تْخْد آهذٍ است 

 V = تشش داخلی دسػضْ کَ دساثشتاسّالؼی تْخْد آهذٍ است 

 K = ضشیة سغح همغغ: 

  K = 1.2                     تشای سغح همغح هستغیلی  

  K = 1.111 تشای سغح همغغ دایشٍ ای                     

  K =1      تشای تیشُای I ضکل ّتال پِي    

  G =                 ْهذّل  الاستیسیتَ تشضی ػض    

A = ْسغح همغغ ػشضی ػض 
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  (Temperature) دها

   

dx 

T1 

T2 

T2 > T1 

dxy
c

T
yd )

2
()(
D

= q

dx
c

T
d )

2
()(
D

= q

= qmdU temp


D

=

L

temp dx
c

T
mU

0

)
2

(

T2 

c 

c 

T1 

DT = T2 - T1 

c

T

2

D
=

T1 

T2 

y 
y

c

T

2

D

y 

T2 > T1 

T1 

O 

dq 

2

21 TT
Tm


= dq 

M 

M 
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 :هثال      
 

 :تاتْخَ تَ ضکل تیشصیش هْاسد خْاستَ ضذٍ سا تؼییي کٌییذ   

           cّالغ دس ّسظ دُاًَ ّاسد ضْد تغییشهکاى ًمغَ C دس ًمغَ P = 60 kN اگشتاس )الف     
 .سادساثشلٌگشتشضی ّ خوطی سا هطخص کٌیذ

 
ّدهای 30ocّدهای سغح پائیٌی 55ocساّلتی دهای سغح تالایی  Cتغییشهکاى ػوْدی ًمغَ ( ب           

 ساتافشضیات رکشضذٍ Bتاضذ تذست آّسیذ ّ ًیضخاتدایی افمی دس تکیَ گاٍ 25ocاتاق 
 

 .تذست آّسیذCتغییشهکاى لائن سا دسًمغَ ( ب)ّ(الف)تاتْخَ تَ فشضیات گفتَ ضذٍ دس هْسد ( ج 
 

= 12×10-6/oC    E = 200 GPa, G = 80 GPa, I  =  200×106 mm4
 ّ A = 35×103

mm
2 

 

 .سغح همغغ سا هستغیل تگیشیذ

A B 
C 

2 m 2 m 

meysam4366@yahoo.com 



A B 

1 kN 
 x  x 

A B 
C 

2 m 2 m 

P 

 :حل 

=D

L

ii
bending dx

EI

Mm

0

=

2/

0

)
2

)(
2

(2

L

EI

dxPxx 2/

0
)

34
(

2 3 LPx

EI 
=

)200)(200(48

)4(60

48

33

==
EI

PL
= 2 mm, 

=D

L

ii
shear dx

GA

VKv

0

=

2/

0

)
2

)(
2

1
(2

L

GA

dxP
K

)35000)(80(4

)4)(60(2.1

42

2/

0
===

GA

KPL

GA

KPx L

= 0.026 mm, 

shearbendingC DD=D  = 2 +  0.026 = 2.03 mm, 

P/2 P/2 

M 
 دیاگشام

PL/4 

x x 

x
P

2 x
P

2

P/2 

P/2 

V 
 دیاگشام

  :(الف

0.5 kN 0.5 kN 

m 
 دیاگشام

1 

0.5 

0.5 

v 
 دیاگشام
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 :حل   Cخاتدایی قائن در         (ب

A B 

1 kN 
 x  x 

m 
 دیاگشام

0.5 kN 0.5 kN 

1 

T25 =اتاق oC , 

T1=55oC 

T2=30oC 

260 mm 

 ًیوشخ دهایی

5.42
2

3055
=


=mT

DCv = -2.31 mm ,  


D

=D

L

Cv dx
c

Tm
kN

0
2

)(
))(1(



 خوص


D

=

2

0

)5.0(
2

)(
2 dxx

c

T 2

0

)
2

5.0
(

)10260(

)25)(1012(
2

2

3

6 x







=

A B 
C 

2 m 2 m 

55 oC, 

30 oC 

260 m 
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A B 
1 kN 

 Bخاتدایی افقی در :   (ب 

 x 

0 0 

T25 = اتاق oC , 

T1=55oC 

T2=30oC 

260 mm 

 ًیوشخ دهایی

5.42
2

3055
=


=mT

DBH = 0.84 mm ,  

 D=D

L

BH dxTnkN
0

)())(1( 

 هحْسی

D=

4

0

)1()( dxT

4

0

))(255.42)(1012( 6 x= 

1 kN 

1 1 n 
 دیاگشام

DBH = 0.84 mm 
DCv = 2.31 mm ,  

A B 
C 

2 m 2 m 

55 oC 

30 oC 

260 m 

 A B هٌحٌی تغییشضکل 
C 
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P 

A B 
   C 55 oC 

30 oC 

260 m 

 :(ج

DC = -2.03 + 2.31 = 0.28 mm, 

A B 
   C 

DC = 2.03 mm 

P 

= 

A B 

55 oC, 

30 oC 

DC = 2.31 mm 

+ 
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A 

B C 

5 m 

6 m 

2 kN/m 

4 kN 

1.5 EI ,1.5AE , 1.5GA 

EI ,AE ,GA 
260 mm 
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B C 

 )m )kN•m ,لنگر 

A 

B C 

 v (kN) ,ترش

A 

5 m 

6 m 

A 

C B 

 تارهدازی

1 

x2 

x1 

1.2 kN 

1 kN 

1.2 kN 

1.2 

1 

1.2 

1 

1 

1 

-1.2 -1.2 
6 

6 

1x1 

1.2x2 

B C 

 n (kN) ,هحٌری

A 
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B C 

 V (kN) ,ترش 

A 

B C 

 N (kN) ,هحٌری

A A 

B C 

5 m 

6 m 

2 kN/m 

4 kN 

x1 

x2 

12 kN 

16 kN 

12 kN 

 تارًاقؼی

12 

4 

12 
4 

16 

4 

16 - 2x1 -12 -12 

60 

16x1 - x1
2

 

12x2 

60 
B C 

 )M )kN•m ,لنگر

A 
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x1 

x2 

=D
ii

iii
CH

EA

LNn
kN ))(1(

AE 

1.5AE 

AEAE

)5)(4)(1(

5.1

)6)(12)(2.1(
=

5 m 

6 m 

AE

mkN 
=

26.77

)10200)(1035000(

6.77

2

626

m

kN
m

mkN
CH




=D



= 1.109(10-5) m = 0.0111 mm, 

B C 

 n  (kN) ,هحٌری هدازی

A 

1.2 

1 
1.2 

1 B C 

 N (kN) ,هحٌری ًاقؼی

A 
12 

4 

12 

4 
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x1 

x2 

1.5GA 

5 m 

6 m 

GA 

=D

L

CH dx
GA

vV
KkN

0

)())(1(

2

5

0

1

6

0

1 )12)(2.1(
2.1

5.1

)216)(1(
2.1 dx

GA
dx

GA

x






=

GA

mkN
x

GA

x
x

GA


==

2

2

2

1
1

4.134
)4.14)(

2.1
()

2

2
16)(

5.1

2.1
(

5

0

6

0

)1035000)(1080(

4.134

26

2

6 m
m

kN

mkN
CH




=D = 4.8(10-5) m = 0.048 mm, 

B C 

 v (kN) ,ترش هدازی 

A 
1 

1 

-1.2 -1.2 

B C 

 V (kN) ,ترش ًاقؼی

A 
16 

4 

16 - 2x1 -12 -12 
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 =

5

0

2221

2

11

6

0

1 )12)(2.1(
1

)16()(
5.1

1
dxxx

EI
dxxxx

EI

= 0.0288 m =  + 28.8 mm ,  

=D

L

CH dx
EI

mM
kN

0

))(1(

EI

mkNx

EI

xx

EI

323

2

4

1

3

1 1152
)

3

4.14
(

1
)

43

16
(

5.1

1 5

0

6

0


==

)10200)(10200(

1152

46

2

6

3

m
m

kN

mkN
CH




=D

x1 

x2 

1.5EI 

5 m 

6 m 

EI 

B C 

 )m )kN•m ,لنگرهدازی

A 

6 

6 

1x1 

1.2x2 

B C 

 )M )kN•m ,لنگرًاقؼی

A 

60 

16x1 - x1
2

 

12x2 

60 
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T1=30oC 

T2=55oC 

260 mm 

 ًیوشخ دهایی

DCH = 0.0173 m =  17.3 mm ,  


D

=D

L

CH dx
c

Tm
kN

0
2

)(
))(1(



 = 

5

0

2

6 )255.42)(1012)(1( dx

Tm= 42.5oC 

 خوص

 هحْسی

DCH = 0.00105 m =  1.05 mm ,  

 D=D

L

CH dxTnkN
0

)())(1( 

 






=

5

0

2

3

6

2

)10260(

)3055)(1012)(2.1(
dx

x

A 

B C 

5 m 

x1 

x2 
260 mm 

30oC 

55oC 

T25 = اتاقoC 

B C 

 m )kN•m( 

A 

6 

6 

1x1 

1.2x2 

B 

C 

 n (kN) 

A 
1.2 

1 

1.2 

1 
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A 

B C 

2 kN/m 

4 kN 

 هدوٌع تغییر هکانيا

TempCHBendingCHShearCHAxialCHTotalCH )()()()()( DDDD=D

= 0.01109 + 0.048 + 28.8 + (17.3 + 1.05) = 47.21 mm 

DCH= 47.21 mm 
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Ue 

 کاسخاسخی

 کارخارخی ً انرژی کرنشی

 کاساًدام ضذٍ خاسخی سا ,سّضِای اًشژی هثتٌی تش اصل تمای اًشژی ُستٌذ

 Ue  ّکاساًدام ضذٍ داخلی یااًشژی کشًطی ساUiهی ًاهٌذ.  

Ue = Ui 

L 

F 

D 
x 

F 

P 

x
P

F
D

=

FdxdU e =

افضایص  F = P تتذسیح اص صفش تا  Fتغْسیکَ اًذاصٍ

 .ضْد D دسًِایت افضایص عْل ًِایی هیلَ تشاتشیاتذ ّ

 ًیشّی کاس خاسخی

D 

=

x

e FdxU
0


D

D
=

0

)( dxx
P

U e

D=
D

=
D

Px
P

U e
2

1
)

2
(

0

2

 کاسخاسخی
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P 

L 

F´ 

 کاستغییشهکاى

x 

F 

D 

P 

(Ue)(کاسخاسخی) = هدوْعP + (کاسخاسخی)F´  

 P (کاستغییشهکاى) +                        

)'()')('(
2

1
))((

2

1
)( DDD= PFPU Totale

D 

D´ 

L 

D´ 

F ´ + P 
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1 cm 

L 

20 kN 

L 

x (m) 

F 

0.01 m 

20 kN 

mNU e == 100)1020)(01.0(
2

1 3
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 کاستغییشهکاى

5 kN 

x (m) 

F 

L 

0.25 cm 

15 kN 

0/0075 

)1015)(0025.0()105)(0025.0(
2

1
)1015)(0075.0(

2

1 333 =W

mN == 10050.3725.625.56

L 

15 kN 

0.75 cm 

L 

15 kN 

0.75 cm 0/01 

20 kN 

meysam4366@yahoo.com 



 لٌگش  -کاسخاسخی  

dq 
M 

qMddU e =

 کاستغییشهکاى

q 

M 

q 

M 

'''
2

1

2

1
)( qqq MMMU Totale =

q´ 

M ´ + M 

=

q

q
0

MdUe

qMU e
2

1
=

)')('(
2

1
)( qq = MMU Totale

 کاسخاسخی
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se
2

1
=oU

 اًشژی کشًطی-ًیشّی هحْسی

L 

N 

D 

= dVUU oi

= dV)
2

1
( se

= dV
E

)(
2

1 2s

dV
A

N

E

2)(
2

1
=

s 

e 

A

N
=s Adx

A

N

E
2)(

2

1
=

dx
EA

N
U

L

i =
0

2

2

e

s
=E
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 اًشژی کشًطی –خوص 

M M 

dx 

dq 

I

My
=s

=
L

oi dVUU

=
L

dV)
2

1
( se

=
L

dV
E

)(
2

1 2s

dV
I

My

E
L

2)(
2

1
=

dAdx
I

yM

E
L

)(
2

1
2

22

=

dxAdy
I

M

E
AL

))((
2

1 2

2

2

=

=
L

dx
EI

IM
)

2
(

2

2

=

L

i dx
EI

M
U

0

2

)
2

(

s 

e 

se
2

1
=oU

x dx 

w 

P 

L 
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= dV
G

)(
2

1 2t

= dV
J

T

G

2)(
2

1 r

 = dxdA
J

T

G
)()(

2

1 2

2

2

r

= dx
GJ

T
U i

2

2

= dV)
2

1
( t

= dVUU oi

J

Tr
t =



t
=G

dx 

c 

dq 
 

J 

T T 

 اًشژی کشًطی –پیچص 

t 

 
t

2

1
=oU
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V V 

dx 

dy 
 

= dV
G

)(
2

1 2t

= dV
It

VQ

G

2)(
2

1

 = dxdA
It

Q

G

V
)(

2

22
A

K

= dV)
2

1
( t

It

VQ
=t

 اًشژی کشًطی –تشش 

= dVUU oi

= dx
GA

V
KU i

2

2



t
=G

t 

 
t

2

1
=oU
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 اصل کار ً انرژی
P 

L 

-PL 

M دیاگشام 

+ SMx = 0: 0= PxM

PxM =

ie UU =

=D

L

EI

dxM
P

0

2

22

1

x 




=D

L

EI

dxPx
P

0

2

2

)(

2

1

L

EI

xP
P

062

1 32

=D

EI

PL

3

3

=D

P 

x 
V 

M 
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تاسّالؼی سا اػوال هی کٌین(  P1 )سپس  

A 
u 

u 

L 

 اصل کار هدازی

 اتتذا (´P) تاسهداصی سااػوال هیکٌین 

P1 

A 

P´ = 1 

1 • D    =    Su • dL 

 تغییشهکاًِای ّالؼی

 تاسگزاسی ُای هداصی

1 • q    =    Suq • dL 

 تغییشهکاى ّالؼی

 تاسگزاسی هداصی

 سفتاسهطاتَ

 =DD dVUdLuP o1)
2

1
( 11u 

u 

L 

dL 

ie UU  =

D 
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B 

 خرپا :رًش کارهدازی

 تاسگزاسی خاسخی

N1 

N3 N5 
N7 N8 N9 

D 

1kN 

n1 

n3 n5 
n7 n8 n9 

=D
AE

nNL
1

 Dّاسد ضذٍ تش هفصل خشپا ّدس اهتذاد ( خاسخی)تاسّاحذهداصی 1= 

  = n ایي ًیشّ تْسظ تاسّاحذ هداصی ایدادضذٍ است,ًیشّی داخلی هداصی دساػضای خشپا 

  =D تغییشهکاى خاسخی هفصل دساثش اػوال تاسّالؼی 

  = N ایي ًیشّ تْسظ تاسّالؼی ایدادضذٍ است,ًیشّی داخلی ّالؼی دساػضای خشپا 

 =L   عْل اػضا 

 A  =سغح همغغ ػشضی اػضا 

  =E هذّل الاستیسیتَ اػضا 

P1 

P2 

B 
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 دها

 D=D LTn )(1 

  =D تغییشهکاى خاسخی هفصل دساثش تغییشدها 

 =  ْضشیة اًثساط حشاستی ػض 

   = DT  ْتغییشات دسخَ حشاست دس ػض 

 خغای ساخت

 D=D Ln1

 = D  تغییشهکاى خاسخی هفصل دساثش خغای ساخت 

=DL  تفاّت تیي اًذاصٍ هْسد ًظش ّ لغؼَ داسای خغا 
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 :هثال 
  

 .تاتْخَ تَ ضکل هْاسد خْاستَ ضذٍ سا تذست آّسیذ
 .دس اثش تاسّاسد ضذٍ Cتغییشهکاى ػوْدی هفصل (الف      -
کْتاُتشساختَ ضْد ُّیچ تاسی تَ خشپا ّاسد ًطْد تغییشهکاى ب   mm 5حذّد AB ُشگاٍ ػضْ(ب -

 .ساتذست آّسدیذCػوْدی هفصل 
 Cُشگاٍ ُن خغای ساخت ّ ُن ًیشّی اػوال ضذٍ ُوضهاى ّخْد داضتَ تاضذ تغییشهکاى هفصل ( ج -

 .سا تذست آّسیذ

A B 

C 

4 m 4 m 

4 kN 

3 m 

 A = 400 mm2   ّ E = 200 GPa 
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A B 

C 
4 kN 

N(kN) 

A 
B 

C 

n (kN) 

 :حل 

 .اتتدا تار هدازی ًاحد را در خيت خاتدایی هٌرد نظر اػوال هی کنین

1 kN 

0/667 2 

1.5 kN 1.5 kN 

4 kN 

0.5 kN 0.5 kN 

0 

 .سپس تار ًاقؼی را در نظر هی گیرین

 (الف
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=D
AE

nNL
kN Cv ))(1(

DCv = 0.133 mm, 

0/667 2 

8 

10/67 

A B 

C 

n (kN) 

1 kN 

A B 

C 
4 kN 

N (kN) 

A B 

C 

L (m) 

= 
A B 

C 

nNL (kN2•m) 

)10200)(610400(

67.10
)67.1041.1041.10(

1

2

62

m

kN
m

mkN

AE
C




==D u
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 (ب 

5 mm 

 D=D )())(1( LnCv

)005.0)(667.0( =DCv

DCv = -3.33 mm, 

 (ج 

DCv = 0.133 - 3.33 = -3.20 mm 

DCv = -3.20 mm, 

A B 

C 

n (kN) 

1 kN 

0/667 
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 :هثال 
 

 .سادس اثش تاسُای ّاسد ضذٍ تؼییي کٌیذ Cتغییشهکاى ػوْدی هفصل 
A = 400 mm2

  ّ E = 200 GPa 

4 m 4 m 4 m 

A 
B C 

D 

E F 

4 m 

4 kN 4 kN 
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4 m 4 m 4 m 

A 
B C 

D 

E F 

4 m 

n (kN) 

4 m 4 m 4 m 

A 
B C 

D 

E F 

4 m 

4 kN 4 kN 

N(kN) 

 :حل 

 .اتتدا تار هدازی ًاحد را در خيت خاتدایی درهفصل هٌرد نظر اػوال هی کنین

 .سپس تارىای ًاقؼی را دراػوال هی کنین

1 kN 

0/667 0/667 0/333 

0
/3

3
3

 

 1 

-0/333 

4 4 4 

4 4 

-4 

0.667 kN 0.333 kN 

0 

4 kN 4 kN 

0 
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=D
AE

nNL
kN Cv ))(1(

)10200)(10400(

4.72
)]18.3016)67.10(2)33.5(307.15[

1

2

626

m

kN
m

mkN

AE
Cv




==D



DCv = 1.23 mm, 

0/667 0/667 0/333 

0
/3

3
3

 
1 

-0/333 

A 
B C 

D 

E F 

n (kN) 1 kN 

4 4 4 

4 4 

-4 

A 
B C 

D 

E F 

4 kN 4 kN N(kN) 

4 4 4 

4 4 

4 

A 
B C 

D 

E F 

L(m) 

A 
B C 

D 

E F 

nNL(kN2•m) 
= 

10/67 10/67 5/33 

5
/3

3
 

16 

5/33 
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 ACّ ػضْ  40oC+ افضایص دسخَ حشاست  DC ػضْ  60oC+افضایص دسخَ حشاست AD دسػضْ

 ّػضْ کْتاُتش mm 2 داسای خغا دس ساخت تَ هیضاى  DC ُوچٌیي ػض20oCْ- کاُص دسخَ حشاست 

AC 3 حذّد mm  تلٌذتش ساختَ ضذٍ است. 

2 m 

A 
B 

C D 

3 m 

20 kN 

10 kN 
 دیْاس

 :هثال 
 

 .سادس اثش تاسُای ّاسد ضذٍ تؼییي کٌیذ Cتغییشهکاى ػوْدی هفصل 
A = 400 mm2

  ّ E = 200 GPa .  = 12(10-6) 
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2 m A 
B 

C D 

3 m 

n (kN) 

 :حل 

1 kN 

0/667 

0 

0 
1 

13.33 kN 

23.33 kN 

20 kN 

23/33 

0 

20 

20 

0.667 kN 

0.667 kN 

1 kN 

)12.10413.3160(
)200)(400(

1
=DCv

DCv= 2.44 mm, 

=D
AE

nNL
kN Cv))(1(

2 m A 
B 

C D 

3 m 

20 kN 

10 kN 

N (kN) 

2 

2 

3 3 

A 
B 

C D 

L (m) 

31/13 

0 

0 60 

A 
B 

C D 

nNL(kN2•m) 
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 تغییردها 

 D=D LTnkN Cv )())(1( 

)]61.3)(20)(2.1()2)(40)(667.0()3)(60)(1)[(1012( 6 =D 

Cv = 3.84 mm, 

 خطای ساخت

 D=D )())(1( LnkN Cv

)003.0)(2.1()002.0)(667.0( =DCv = -4.93 mm, 

 هدوٌع تغییرهکانيا 
93.484.344.2)( =D TotalCv = 1.35 mm, 

1 kN 

0/667 

0 

0 
1 

A 
B 

C D 

n (kN) 

+40 

+60 

A 
B 

D 

DT (oC) 

C 2 

2 

3 3 

A 
B 

C D 

L (m) 

 (mm)خغای ساخت 

-2 

A 
B 

D C 
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ًْلضیَ اّل کاستیگلیا 

تیطتش اص اًکَ تشای هحاسثَ تغییشهکاى ُا تاضذ سّضی تشای رکش ضشایظ  “ 

 :تؼادل ّ تشای تحلیل ساصٍ ُای ًا هؼیي است ّ تیاى هیذاسد

هطتك اّل اًشژی تغییشضکل ًسثت تَ ُش هْءلفَ دیگش تغییشضکل تشاتشاست تا 
 .“ًیشّی هْثش دسآى ًمغَ ّ دس ساستای ًظیش تَ ُواى هْلفَ تغییش هکاى

W

U

s

s
=D
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دسساصٍ ُای تاسفتاسخغی هطتك خضئی اًشژی کشًطی ًسثت تَ “ 
 ”ُشهْلفَ ًیشّ تشاتشاست تا تغییشهکاى ًظیش آى ًیشّ

i

i
P

U




=

 نیرو و تغییر هکان هغهوم کلی دارنذ وشاهل کوپل و دوران زاویه ای نیس
 اگر درجه حرارت ثابت نباشذ ویاتکیه گاهی نشست کنذ و جسن الاستیک.هیشونذ

 .خطی نباشذاین قضایا صادق نخواهنذ بود 
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 هدوْع کاساًدام ضذٍ سّی خسن: 

 U =½F1D1+ ½F2D2+ ½F3D3+…. ½FnDn 

F1 

هاًٌذ ضکل   , Fi=1…n ,تصْسکٌیذ تش خسوی ًیشُّای

 .اثشکٌٌذ

F2 F3 

Fn 

Di  تغییشهکاى هتٌاظشتا ًیشّیFi 
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P1 P2 Pi + dPi 

P 

D 

DPi + dDPi 

U 

U* 
i

i

dP
P

U
dU




=

U = U* 

P iii

i

dPdP
P

U
D=




)(

dU = dU* 

Ui = f (P1, P2,…, Pn) 

i
P i P

U




=D

P1 P2 Pi 

DPi 

dPi 

(dPi)D = dU* 

    

i

i

dP
P

U
dU




=

P 

D 
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همذاسq  دسخسن تاتْخَ تَ لٌگش سا هی تْاى اص ساتغَ صیش

 .تذست آّسد

M 

q 
n

n
M

U




=q
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 ًیشّی هحْسی


=D dx

AE

N

Pi

Pi
2

(
2

 


= dx

AE

N

P

N

i

)(

nD 

 خوص 


=D dx

EI

M

Pi

P i
2

(
2

 


= dx

EI

M

P

M

i

)(

mD 

 تشش


=D dx

GA

KV

Pi

P i
2

(
2

 


= dx

GA

V

P

V
K

i

)(

vD 

 :تغییشهکاى

 D = تغییشهکاى گشٍ تیشّى خشپا 

P = D ًیشّی خاسخی ّاسد تَ تیش ّ لاب دس اهتذاد 

 N = ًیشّی داخلی اػضا کَ دس اثش تاسُا خاسخی دس اػضا ایداد ضذٍ است 

M = گطتاّس داخلی دس تیش یا لاب  

 V = داخلی دس تیشیا لاب( تشش) لٌگش   
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 خوص


= dx

EI

M

M i

Mi
2

(
2

q  


= dx

EI

M

M

M

i

)(

Mq 

 : ضیة 

 q = ضیة خاسخی تیش یا لاب 

 M i = Ө لٌگشخاسخی ّاسد تَ تیش ّ لاب دساهتذاد 

 M = گطتاّس داخلی دس تیش یا لاب   

i

Mi
M

U




=q
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N1 

N3 N5 
N7 N8 N9 

P 





=D i

ii L
AE

N

P

N
)(

 D = تغییشهکاى گشٍ تیشّى خشپا 

  P = D ًیشّی خاسخی ّاسد تَ تیش ّ لاب دس اهتذاد 

 N = ًیشّی داخلی اػضا کَ دس اثش تاسُا خاسخی دس اػضا ایداد ضذٍ است 

 L =  عْل اػضا 

 A =  سغح همغغ ػشضی اػضا 

 E = هذّل الاستیسیتَ اػضا 

P1 

P2 

B 
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A B 

C 

4 m 4 m 

4 kN 

3 m 

 :هثال 
 

 .اص خشپای فْلادی ضکل صیش ساتؼییي کٌیذ  Cتغییش هکاى ػوْدی سادسًمغَ

 A = 400 mm2   ّ E = 200 GPa:سغح همغغ ػشضی اػضا 
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= 
A B 

C 

L
P

N
N )(





A 
B 

C 

N: تاسهداصیP 

A 

B 

C 4 kN 

3 m 

4 m 4 m 

N: تاسّالؼی 

 :حل 

2 

P 

0.667P 0 





=D

AE

L

P

N
NCv )(

1.5 kN 1.5 kN 

4 kN 

0.5P 0.5P 

10/656 

)10200)(10400(

.67.10
)67.1041.1041.10(

1

2

626

m

kN
m

mkN

AE
Cv



==D


DCv = 0.133 mm, 

2 0.667P 

+ 
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 :هثال 
 

 .اص خشپای فْلادی ضکل صیش ساتؼییي کٌیذ Cتغییش هکاى ػوْدی سادسًمغَ

 A = 400 mm2   ّ E = 200 GPa:سغح همغغ ػشضی اػضا 

4 m 4 m 4 m 

A 
B C 

D 

E F 

4 m 

4 kN 4 kN 
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= 
A 

B C 
D 

E F 

L
P

N
N )(





A 
B C 

D 

E F 

N: تاسهداصیP 

A 
B C 

D 

E F 

4 kN 4 kN 

N: تاسّالؼی 

4 m 4 m 4 m 

4 m 

 :حل 

P 0.667P 0.333P 

0 4 4 4 
4 4 

-4 

4 kN 4 kN 

0 0.667P 0.667P 0.333P 

0
.3

3
3

P
 

1P 

-0.333P 





=D

AE

L

P

N
NCv )(

)10200)(10400(

.4.72
)]18.3016)67.10(2)33.5(307.15[

1

2

626

m

kN
m

mkN

AE
Cv



==D


DCv = 1.23 mm, 

4 4 4 
4 4 

-4 

0.667P 0.667P 0.333P 

0
.3

3
3

P
 

1P 

-0.333P 

10/67 10/67 5/33 

5
/3

3
 

16 

5/33 

+ 
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 :هثال 
 

 .اص خشپای فْلادی ضکل صیش ساتؼییي کٌیذ Cتغییش هکاى ػوْدی سادسًمغَ
 A = 400 mm2   ّ E = 200 GPa:سغح همغغ ػشضی اػضا

2 m 

A 
B 

C D 

3 m 

20 kN 

10 kN 
 دیْاس
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2 m A 
B 

C D 

3 m 

:NتاسهداصیP  

2 m A 
B 

C D 

3 m 

20 kN 

10 kN 

 :N تاس ّالؼی 

13.333 kN 

23.333 kN 

20 kN 

23/333 

0 

20 
20 

 :حل 

P 

0.667P 

0 

0 
1P 

0.667 P 

0.667P 

1P 

)12.10413.3160(
1

=D
AE

Cv

DCv= 2.44 mm, 





=D

AE

L

P

N
NCv )(

)10200)(10400(

.25.195

2

626

m

kN
m

mkN



=


31/126 

0 

0 
60 

2 

0 

0.667P 

0 

0 
1P + 

L
P

N
N )(





A 
B 

C D 
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w 

C 
A B 

DCv 

 


=D

L

dx
EI

M

P

M

0

)(

P 

x1 x2 

RB 
RA 

 تغییشهکاى  

w 

B 

x2 

RB 

V2 

M2 

x1 

RA 

V1 

M1 

 D = تغیشهکاى تیشًّی تْسیلَ تاسُای خاسخی سّی تیش ّ لاب 

 P = D ًیشّی خاسخی ّاسد تَ تیش ّ لاب دس اهتذاد 

 M = گطتاّس داخلی دس تیش یا لاب   
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w 

A B 

 


=

L

dx
EI

M

M

M

0

)
'

(q

 ضیة 

x1 x2 

RB 
RA 

M´ 

q 

w 

B 

x2 

RB 

V2 

M2 

x1 

RA 

V1 

M1 

  D = تغیشهکاى تیشًّی تْسیلَ تاسُای خاسخی سّی تیش ّ لاب 

 M ´ = Ө لٌگشخاسخی ّاسدتَ تیش ّ لاب دساهتذاد 

  M =  لٌگش داخلی دس تیش یا لاب  
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 :هثال 
 

 ).ثاتت (EI تؼییي کٌیذC ضیة ّ تغییشهکاى سا دسًمغَ  دستیش ضکل صیش تاتْخَ تَ هکاى تاسگزاسی

2a a 

A 
B C 

P 

nC 
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A 
B 

C 2a a 

 :حل 

 


=D

L

Cv dx
EI

M

P

M

0

)(  







=

aa

dxM
P

M

EI
dxM

P

M

EI
0

22
2

2

0

11
1 ))((

1
))((

1

 =

aa

dxPxx
EI

dx
Pxx

EI
0

222

2

0

1
11 ))((

1
)

2
)(

2
(

1

,)
3

)((
1

)
3

)(
4

(
1 33

2

3

1

0

2

0 EI

Pax
P

EI

xP

EI

aa

Cv ==D

x1 x2 

-Pa 
M2 = -Px2 

2

1
1

Px
M =

2

3P

2

P

P 

   M 
 ًوْداس

 Cتغییش هکاى دس 
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A 
B 

C 2a a 

P 
 Cشیة در 

x1 x2 
a

M
P

2
5.1 a

M
P

2
5.0 

M 

A 

x1 
a

M
P

2
5.0 

V1 

M1 )
2

5.0( 1
1

a

Mx
Px =

C 

P 

x2 

M 

V2 

M2 MPx = 2

 







=

aa

C dxM
M

M

EI
dxM

M

M

EI
0

22
2

2

0

11
1 ))((

1
))((

1
q

 =

aa

dxMPx
EI

dx
a

Mx
Px

a

x

EI
0

22

2

0

1
1

1
1 ))(1(

1
)

2
5.0)(

2
(

1

,
6

7

23

2
)

2
)((

1
)

3
)(

4
(

1 3232

2

3

1

0

2

0 EI

Pa

EI

Pa

EI

Pax
P

EI

xP

EI

aa

C ===q

0 0 
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 :هثال 
 

 .اصتیشفْلادی ضکل صیش تذست تیاّسیذ Bضیة ّ تغییشهکاى سادسًمغَ
 E = 200 Gpa , I = 250×106 mm4 

A 5 m 

B 

3 kN/m 
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 :حل 

x 

A 5 m 

B 

3 kN/m 

 Bتغییر هکاى در 

 


=D

L

B dx
EI

M

P

M

0

)()(

EI

mkN 32.375.234
=

)10250)(10200(

.375.234

466

3

m
m

kN

mkN
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 :هثال 
 

 .اصتیشفْلادی ضکل صیش تذست تیاّسیذ Bضیة ّ تغییشهکاى سادسًمغَ
E = 200 Gpa , I = 60×106 mm4 
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 :هثال 
 

 .اص تیش فْلادی دس ضکل صیش تؼییي کٌیذ Bتغییشهکاى سادس ًمغَ 
E = 200 Gpa , I = 200×106 mm4 

20 kN 10 هفصل kN•m 
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I 2I 
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 :هثال 
 

  اصلاب ضکل صیش تؼییي کٌیذ  Cضیة ّتغییشهکاى افمی سادسًمغَ
( .( E = 200 Gpa  , I  =  200×106
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