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معرفي
كتاب   •

) ويرايش چهارم   ( رياضيات گسسته و تركيباتي          :عنوان –
گريمالدي  . رالف پي  : نويسنده–

سرفصل مطالب •
)1(اصول اساسي شمارش     –
)2(مباني منطق –
) 3(نظريه مجموعه ها –
)5(برخورد اول: روابط و توابع –
)7(برخورد دوم: روابط و توابع –
)13و   12 و  11(نظريه گراف و درخت ها  –
)10 و9(توابع مولد و روابط بازگشتي     –
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
 قوانين جمع و ضرب 1-1

مسأله               تجزيه              تركيب–
: قانون جمع 

 طريق و mهرگاه اولين كار به –
 طريق قابل انجام بوده و   nدومين كار به  –
هر دو كار همزمان قابل انجام نباشند،   –
. طريق ميسر مي باشدm+nآنگاه انجام هر يك از آنها به   –

.1-1مثال 
 كتاب جامعه شناسي      40
 كتاب علوم انساني   50

 انتخاب 50+40: براي انتخاب يك كتاب     
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
 قوانين ضرب و جمع     1-1

حالت كلي قانون جمع            

m1 + m2 انتخاب يك شيء        + m3 + … + mk :

روشهاي    
انتخاب  

m1m2m3…mk

k. .. 123اشياء  
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
 قوانين جمع و ضرب     1-1

هرگاه كاري را بتوان به دو مرحله            ):  اصل انتخاب       :  ( قانون ضرب   
:چنان تقسيم نمود كه         

 طريق و     mاولين مرحله به       –
 طريق قابل انجام بوده،         nدومين مرحله به     –
.    طريق ميسر مي باشد     mnآنگاه انجام كل كار به           –
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 

 رفت؟  C به شهر   A به چند طريق مي توان از شهر            :مثال•

2 * 3

A B C
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
 قوانين جمع و ضرب 1-1

 حرف انگليسي، چهار رقم   2:  پلاك اتومبيل  .6-1مثال 
تكرار حروف و ارقام مجاز نمي باشد       )  الف(

26 * 25 * 10 * 9 * 8 * 7 = 3,276,000

تكرار حروف و ارقام مجاز مي باشد        ) ب(

26 * 26 * 10 * 10 * 10 * 10 = 6,760,000

 و ارقام زوج مجاز مي باشند      (A,E,I,O,U)فقط حروف صدادار) ب(مانند ) ج(
 52 * 54 
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
 قوانين جمع و ضرب  1-1

يك حرف يا يك حرف و          :  تعداد متغيرهاي زبان بيسيك           . مثال
يك رقم   

26 + 26 * 10

قانون جمع قانون ضرب  
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
 به چند طريق از بين شش نوع كلوچه، هشت نوع              : 8-1مثال  

قهوه، چاي، شيركاكائو، كوكاكولا           (ساندويچ و پنج نوع نوشيدني         
مي توان يك كلوچه و يك نوشيدني داغ يا يك                         )و آب پرتغال 

ساندويچ و يك نوشيدني سرد انتخاب نمود؟              

12 = 2 * 6                                  يك كلوچه و يك نوشيدني داغ              
24 = 3 * 8                          يك ساندويچ و يك نوشيدني سرد          

12 + 24 = 36   
  

تركيب اصل جمع و ضرب      
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
 (permutation)جايگشت ها  1-2

 5 دانشجو،  10 به چند طريق مي توان از ميان  :9-1مثال   
دانشجو را انتخاب و براي گرفتن عكس در يك رديف قرار    

داد؟
١٠ ٩ ٨ ٧ ۶

موضع    
اول 

موضع    
دوم 

موضع    
سوم

موضع    
چهارم   

موضع    
پنجم

*        *        *        *
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
≤ n به ازاي هر عدد صحيح        :1-1تعريف 0    ، n      فاكتوريل (n!)       به صورت 

: زير تعريف مي شود        
0! = 1,
n! = (n)(n-1)(n-2)...(3)(2)(1),  for n≥1.

 :!nسرعت رشد  
)  تعداد ثانيه ها در شش هفته     (  3,628,800 =!10  -
)تعداد ثانيه ها در يك سال      (!11     -
) سال 12تعداد ثانيه ها در     ( !12-
) بيش از تعداد  ثانيه ها در يك قرن        ( !13-

N. Razavi - DM Course - 2006 12

اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
جايگشت ها   1-2

هر آرايش خطي از اين      .  شيء متمايز در دسترس است      n يك گردايه مركب از        :2-1تعريف    
. از اين گردايه مي ناميم    جايگشت اشياء را يك  

 را به شش طريق مي توان جايگشت داد      c و   b و  aمثلا سه حرف     
abc, acb, bac, bca, cab, cba

: شيء متمايز برابر است با    n شيء از    rتعداد جايگشتهاي  :  به طور كلي  

nrو اگر تكرار مجاز باشد، برابر است با          

),(
)!(

!)1(...)2()1( rnP
rn

nrnnnn =
−

=+−××−×−×
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
 جايگشت ها  1-2

!8 برابر  computerجايگشت هاي  : 10-1مثال
5 با اندازه computer                 جايگشت هاي             

P(8, 5)= 8!/3! = 6,720
BALLجايگشت هاي    :  11-1مثال 

4!/2! = 12
PEPPERجايگشت هاي    :  12-1مثال 

6!/(2!3!)= 60
MASSASAUGAجايگشت هاي    :  13-1مثال 

10!/(3!4!)= 25,200
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
 جايگشت ها       1-2

در هر حركت تنها مي توانيم به            (   تعداد مسيرهاي مانهاتاني            : 14-1مثال    
 برابر (4 ,7) به   (1 ,2)از   )      برويم  U و يا به سمت بالا            Rسمت راست     

RRRRRUUUاست با تعداد جايگشت هاي               
8! / (5!3!) = 56

URRRUURR
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
برهان تركيباتي   

 ، ثابت       n = 2k اعداد صحيح و مثبتي باشند و             k و   nهرگاه    :  15-1مثال    
. يك عدد صحيح مي باشد        n! / 2kكنيد   
:  نمادهاي زير را در نظر بگيريد            .اثبات   

x1, x1, x2, x2, ..., xk, xk :  نماد، عددي صحيح و برابر است با          nتعداد جايگشت هاي اين             

k
n

k

n
2

!
!2!...2!2

! =
43421

عدد صحيح 
 مي باشد 
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
جايگشت چرخشي        

تعداد جايگشت هاي چرخشي شش نفر دور يك ميز گرد                                 :  16-  1مثال    
جايگشتهايي كه از دوران يكديگر حاصل مي شوند، يكسان محسوب                                 (   

)مي شوند 
ABCDEF= BCDEFA=CDEFAB=DEFABC= EFABCD=FABCDE

A

B

C

D

E

F
6!/6 = 5! = 120

:  در حالت كلي 
n! / n = (n - 1)!
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
جايگشت چرخشي    

سه زوج دور يك ميز گرد به صورت يك در ميان                   :  17-1مثال  
.زن و مرد   

1 * 1 * 2 * 2 * 3 = تعداد كل روشهاي ممكن

M1

F2

M2

F3

M3  روش   3

 روش   2

 روش   2

 روش   1

 روش   1
F
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
2-1و   1-1تمرين هاي    

–10
–11
–19
–24
–26
–27
–28
–29
–33
–37
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دوجمله اي        :   تركيبات   1-3

:  تايي بدون جايگذاري          52انتخاب سه كارت از يك دسته كارت                       
ترتيب انتخاب ها مهم است       -الف  

P(52, 3) = 52 * 51 * 50
 ترتيب انتخاب ها مهم نيست       -ب 

P(52, 3) / 3! = C(52, 3)

nr
rnr

n
r

rnPrnC ≤≤
−

== 0,
)!(!

!
!

),(),(
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي   :  تركيبات 1-3

هرگاه  .   بايد مشخص باشد     ترتيب  در هر مسأله شمارش اهميت        
ترتيب مهم باشد به جايگشت ها و آرايش ها و قانون ضرب فكر               
مي كنيم، و وقتي ترتيب مهم نيست، تركيبات مي توانند در                  

.حل مسأله نقش كليدي داشته باشند           
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي   :  تركيبات 1-3

  : 19-1مثال  
 هفت سوال از ده سوال          -الف

C(10, 7) = 10! / (7!3!) = 120

 سه سوال از پنج سوال اول و چهار سوال از پنج سوال آخر                       -ب
C(5, 3) * C(5, 4) = 10 * 5 = 50

 حداقل سه سوال از پنج سوال اول             -ج 
C(5, 3)C(5, 4) + C(5, 4)C(5, 3) + C(5, 5)C(5, 2) = 50 + 50 + 10 = 110
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

 نفري 9 تيم   4 نفري   36 از يك كلاس        : 21-1مثال    
تركيب تركيب :روش اول   

C(36, 9)*C(27, 9)*C(18, 9)*C(9, 9)
جايگشت   جايگشت   : روش دوم   

S1,  S2,  S3,   …,  S35,   S36
و نه    C و نه    B و نه    A بايد نه      D و ِ   C و    B و    Aبراي انتخاب چهار تيم            

Dِ       محل توزيع كنيم    36 را در 
36!/(9!9!9!9!)
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي  :  تركيبات1-3

TALLAHASSEE :22-1مثال 
تعداد جايگشت ها -الف 

11!/(3!2!2!2!1!1!)=831,600
 هاي مجاور مي باشند؟ A چند تا از اين جايگشت ها بدون    -ب

Aتعداد جايگشت هاي بدون  
8!/(2!2!2!1!1!)=5040

 مكان زير قرارداد  9 را مي توان در هر يك از   Aحال هر يك از سه  
E E S T L L S H 

C(9, 3)= 84
:  هاي مجاور برابر است باAدر نتيجه تعداد جايگشت ها بدون  

5040 * 84 = 423,360
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

)   Σ(  نماد سيگما       

naaa: مثال  
n

j ja
n

i ia +++=∑
=

=∑
=

L2111

1 1 2 1
2

1 2 1
6

1 1

2

1

3

1

i

n

i

n

i

n

i

n

n i n n n

i n n n i

= =

= =

∑ = ∑ = + + + =
+

∑ =
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

)   Σ(  نماد سيگما       

∑ ∑=

∑ ∑=

= =

= =
n

i

n

i
ii

n

i

n

i
ii

iaai

caac

1 1

1 1

not   But,

out) movecan (constant  

∑ ∑∑
= ==

+=+
n

i

n

i
i

n

i
iii baba

1 11
)(
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

)   Σ(  نماد سيگما       

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

2 1 2 2 1 2

2 1 2 2 3 2

1

1

2

1

n n n n n

i i i i

i

n

i

n

i

n

− +∑ = − +

− +∑ = + − =∑

=

= =

2 3 2 12

111
i i

i

n

i

n

i

n
+ − ∑∑∑

===
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

)   Σ(  نماد سيگما       

a b b a a a

a b a a b b a

i j j j
j

n

i

j

j

n

n i
i

n

= + + +∑∑∑ =

+ + + + ∑

===

=

( )

( )

1 2
111

1 1 1 2 2
1

L

L
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي   :  تركيبات 1-3

 ) Π(   نماد پي    
a a a a

ca c a

i
i

n
n

i
i

n n
i

i

n
=

= =

∏ = × × ×

∏ = ∏

1
1 2

1 1

L

( )a b a bi i
i

n
i

i

n
i

i

n
+∏ ≠ ∏ + ∏

= = =1 1 1
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

: 23-1مثال    
{2 ,1 ,0} مجموعه محدود از عناصر ساده و غير قابل تجزيه     :الفبا

... ،10120،  2201،   102 هر دنباله متناهي از عناصر الفبا مانند       :رشته 
{00,101,0012,12101} مجموعه اي  از رشته ها مانند    :زبان

 nk: عنصري  n روي الفباي  kتعداد رشته هاي به طول    
… x=x1x2x3اگر   xn        آنگاه وزن رشتهx           را به صورت زير تعريف مي كنيم :

wt(x)= x1 + x2 + x3 + … + xn 

wt(22)=2+2=4 و  wt(1200)=1+2+0+0=3مثلا   
 را وزن زوجوزن زوج تعداد رشته ها با 10رشته به طول   310حال مي خواهيم در بين   

محاسبه كنيم
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
23-1 ادامه مثال       1-3

 بنابراين شش     (i=0,2,4,6,8,10)تعداد يك ها بايد زوج باشد                :   پاسخ 
: حالت مختلف داريم         

  i-10 يك داريم و به تعداد            iدر هر يك از اين شش حالت به تعداد                 
صفر و دو داريم         

:  عدد يك      i با    10تعداد رشته ها به طول             

: تعداد كل رشته ها با وزن زوج           
10,8,6,4,2,0,2

10 10 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − i
i

i

n

n n
2105

0
2

2
10 −

=
∑ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي  :  تركيبات1-3

(over counting)شمارش بيش از حد  
 كارت با حداقل يك گشنيز   52 كارت از   5 انتخاب :24-1مثال 

: كارت بدون گشنيز 5انتخاب )1استدلال   
C(39, 5)

: كارت با حداقل يك گشنيز   5انتخاب 
C(52, 5) - C(39, 5) = 2,023,203

: كارت  باقيمانده   51 كارت ديگر را از بين    4كارت اول از بين گشنيزها و  )2استدلال   
C(13, 1) * C(51, 4) = 3,248,700

چه چيزي غلط است؟   
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

(over counting)  شمارش بيش از حد  

:  موارد يكسان زير، متمايز در نظر گرفته شده اند             2در استدلال        

3♣ J♠ 7♥ K♣ 5♣
5♣ J♠ 7♥ K♣ 3♣
K♣ J♠ 7♥ 3♣ 5♣
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي :  تركيبات   1-3

(over counting)  شمارش بيش از حد

محاسبه صحيح به صورت زير مي باشد         :2 استدلال  

i   =     تعداد گشنيزهاي انتخاب شده و
5-i  =      تعداد كارت هاي غير گشنيز

203,023,2
5
39135

1
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

∑ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

= iii
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

قضيه دو جمله اي      : 1-1قضيه  

n
r

n
n r

⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
=

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

knk
n
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n yx
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0
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي   :  تركيبات 1-3

  : 25-1مثال  
7(x + y) در بسط     x5y2محاسبه ضريب  

C(7, 5) = C(7, 2) = 21
- 2a) در بسط        a5b2محاسبه ضريب   3b)7

C(7, 5) * (2)5 * (-3)2 = 6048

N. Razavi - DM Course - 2006 36

اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

:  از قضيه دو جمله اي           1-1نتيجه 
x)-الف   = y = 1) 

x)-ب  = -1, y = 1) 

n

n
nnn

2
10

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
L

( ) nn

n
nnnn

21
210

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
L
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي         :   تركيبات   1-3

قضيه چند جمله اي     : 2-1قضيه  
در بسط          ، ضريب                    t و  nبه ازاي اعداد صحيح و مثبت     

                                    برابر است با                                      
tn

t
nnn xxxx L321
321

n
txxx )( 21 +++ L

nnnn
nnn

n
t

t

=+++ ...,
!!!

!
21

21 L
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
قضيه دو جمله اي :  تركيبات   1-3

:1-26مثال  
 :16(a+2b-3c+2d+5) را در بسط          a2b3c2d5ضريب   

حل شوند 34و 29، 13،22، 11، 10، 4تمرين  : 3-1تمرينات  

16
2 3 2 5 4

1 2 3 2 52 3 2 5 4!
! ! ! ! !

( ) ( ) ( ) ( ) ( )−
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
توزيع  : تركيبات با تكرار    1-4

 هركدام يك چيزبرگر، ساندويچ       – هفت دانشجو        : 27-1مثال 
به چند   .سوسيس، ساندويچ كالباس، يا ساندويچ ماهي مي خرند           

طريق اين خريد مي تواند صورت گرفته باشد؟           
first second third fourth
xxx xxxx
xx x x xxx

xxxx xxx

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+
=

7
174

!3!7
!10

xبراي  |براي 
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
توزيع  : تركيبات با تكرار       1-4

 شيء متمايز با تكرار انتخاب           n شيء را از        rبه طور كلي وقتي بخواهيم            
:   كنيم، تعداد انتخاب ها برابر است با              

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

−
−+

r
rn

nr
rn 1

)!1(!
)!1(
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
توزيع  :   تركيبات با تكرار       1-4

) 100در واحد       (  نفر   4تومان ميان   1000 توزيع    : 29-1مثال    
 بدون محدوديت  -الف  

 تومان 100 هر شخص لا اقل     -ب 

 تومان  500 تومان و علي حداقل       100 هر شخص لااقل      -ج

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
10

1104

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
6

164

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
0

103
1

113
2

123
2

124
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
توزيع  : تركيبات با تكرار       1-4

 فضاي خالي        45+    كاراكتر متفاوت          12= يك پيغام     :   31-1مثال    
    و بين هر دو كاراكتر متوالي حداقل سه فضاي خالي موجود است                            

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
12

11211
)!12(

 تعداد فضاهاي خالي باقيمانده          كاراكتر مختلف     12 تعداد جايگشتهاي    
45-  كاراكتر   12تعداد مكانهاي بين      12=3 * 11
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
توزيع  : تركيبات با تكرار       1-4

تعيين تمام جوابهاي صحيح معادله               :  32-1مثال    
به طوريكه تمام جوابها غير منفي باشند                

 كودك   4 عدد سكه ميان     7توزيع   :   تعبير

: پاسخ 
C(4+7-1, 7)=120

74321 =+++ xxxx
xi ≥ 0
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
توزيع  : تركيبات با تكرار       1-4

:  تمام موارد زير هم ارز مي باشند                : نكته
 تعداد جواب هاي صحيح معادله زير                 -الف  

 شيء متمايز با تكرار       n شيء از     r تعداد انتخاب هاي           -ب 

 مكان متمايز     n شيء يكسان را در           r تعداد روشهايي كه مي توان               -ج
توزيع نمود   

nixrxxx in ≤≤≥=+++ 1  ,0  ,21 L
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
توزيع : تركيبات با تكرار     1-4

 تعداد جوابهاي صحيح و غير منفي نامعادله زير       :34-1مثال 

كه برابر با معادله  زير مي باشد        

 نفر تقسيم كنيم به طوريكه نفر هفتم حداقل          7 سكه را  ميان        10مي خواهيم  :تعبير
يك سكه داشته باشد   

=
 نفر تقسيم كنيم    7 سكه را ميان      9مي خواهيم   

C(7+9-1, 9) = 5005

?10621 <+++ xxx L

77621 0  ,61  ,0  ,10 xixxxxx i <≤≤≤=++++ L
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
توزيع  : تركيبات با تكرار       1-4

 را به صورت مجموعي از            n تعداد طرقي كه مي توان عدد             : 36-1مثال    
اعداد صحيح مثبت نوشت كه در آن ترتيب عملوندهاي جمع مهم باشد                   

 ) . nتعداد تركيبات عدد          (
4   =  3+1  =  1+3  =  2+2  =  2+1+1  =  1+2+1  =  1+1+2  =  1+1+1+1

 ، هشت تركيب وجود دارد           4براي عدد   
 تركيب وجود دارد        5اگر ترتيب مهم نباشد فقط        
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
7 تعداد تركيبات عدد          –توزيع    : تركيبات با تكرار       1-4

w w w
x x x

i

i

1 2

1 2

7 0
5 0

+ = >
+ = ≥

,
,

2 5 1
5

+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 عدد2جمع 

x x x1 2 3 4+ + =
3 4 1

4
+ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

 عدد3جمع 

x x x x1 2 3 4 3+ + + = 4 3 1
3

+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 عدد4جمع 

پاسخ : 66

0
2

6
=∑ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=k k
M
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
توزيع : تركيبات با تكرار     1-4

 اجرا مي شود؟   writeln در قطعه برنامه زير چند بار فرمان        :37-1مثال 
for i:=1 to 20 do

for j:=1 to i do
for k:=1 to j do

writeln (i * j + k);

 عدد با تكرار 20 عدد از  3انتخاب  : تعبير  
C(20+3-1, 3) = C(22, 3) = 1540

 حل شوند22و  20و  19و 13و  12و   7و 4و   3و  2تمرين   : 4-1تمرينات   

201 ≤≤≤≤ ijk
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اصول اساسي شمارش     : 1فصل 
Summary
order is      repetitions 
relevant     are allowed     type of result            formula

YES               NO           permutation

YES               YES         arrangement

NO                 NO           combination

combination 
NO              YES             with repetition            

n n rr , , ≥ 0

select or order r objects from n distinct objects

P n r n n r
r n

( , ) !/ ( ) !,= −
≤ ≤0

C n r n r n r
r n

( , ) !/[ !( )!]= −
≤ ≤0
n r

r
+ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1
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فصل دوم 
مباني منطق   
سيد ناصر رضوي   

razavi@comp.iust.ac.irmail: -e
1385
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منطق  .  2فصل
 رابط هاي اوليه و جداول درستي               2-1

 به مجموعه قواعدي كه بتوان به كمك آنها اعتبار يك استدلال را                          :منطق
. تعيين نمود منطق مي گوييم       

.  نه هر دو   - باشد  نادرست و يا     درست  جمله اي خبري كه يا              :گزاره 
: مثال  

.  مارگارت ميچل كتاب برباد رفته را نوشته است                  
5   = 3  +  2

: جملات زير گزاره نمي باشند           
) جمله ندايي    ! ( چه هواي خوبي       

)جمله امري    .  (   بلند شو تمرين هايت را انجام بده           
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منطق  .  2فصل
 رابط هاي اوليه و جداول درستي      2-1

 گزاره ايست كه قابل تجزيه به گزاره هاي ساده تر نبوده و مستقلا               :گزاره ساده
.داراي ارزش درست  يا نادرست باشد        

 نقيض   و يا    رابط هاي منطقي از تركيب گزاره هاي ساده بوسيله    : گزاره مركب
.بدست مي آيد 

:رابط هاي منطقي 
:(AND)تركيب عطفي    
:(OR)تركيب فصلي     
:(exclusive or)ياي انحصاري  

)q آنگاه pاگر  :                        (  تركيب شرطي       
(p iff q)يا   ) q اگر و فقط اگر     p:                             ( تركيب دو شرطي    

qp ∧
qp ∨

qp→
qp↔

qp ⊕
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منطق  .  2فصل
 رابط هاي اوليه و جداول درستي               2-1

  ارزش درستي   گزاره نمي باشد، زيرا           ”  يك عدد صحيح است       xعدد  “
.  مقداري نسبت داده نشود، نمي توان تعيين نمود                xآن را تا زمانيكه به        

 و منطق گزاره اي    (First Order Logic)منطق مرتبه اول     
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منطق  .  2فصل
 رابط هاي اوليه و جداول درستي               2-1

جداول درستي         

p q∧ p q∨ p q⊕ p q→p    q

0     0         0           0            0          1           1
0     1         0           1            1          1           0

1     0         0           1            1          0           0

1     1         1           1            0          1           1

p q↔
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منطق  .  2فصل
 رابط هاي اوليه و جداول درستي      2-1

.2-1مثال 
s :   هومن به پياده روي مي رود.
t :  ماه مي درخشد.
u : هوا برفيست.

.دهرگاه ماه بدرخشد و هوا برفي نباشد، آنگاه هومن به پياده روي مي رو        

. رود هرگاه ماه بدرخشد، آنگاه اگر هوا برفي نباشد، هومن به پياده روي مي      

sut →¬∧ )(

)( sut →¬→
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منطق  .  2فصل
 رابط هاي اوليه و جداول درستي               2-1

يك گزاره مركب كه به ازاء         ):  راستگو، تاتولوژي        ( گزاره هميشه درست 
تمام تركيبات ارزشي گزاره هاي ساده تشكيل دهنده آن همواره ارزش                      

. آن برابر درست باشد     

يك گزاره مركب كه به ازاء تمام              ) :  تناقض   (گزاره هميشه نادرست  
تركيبات ارزشي گزاره هاي ساده تشكيل دهنده آن همواره ارزش آن                     

. برابر نادرست باشد     
)( qpp ∧¬∧

)( qpp ∨→
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منطق  .  2فصل
 رابط هاي اوليه و جداول درستي      2-1

:استدلال معتبر 

، استلزام فوق  qهرگاه يكي از مفروضات نادرست باشد، آنگاه مستقل از ارزش             
در نتيجه هرگاه با مفروضاتي كه همگي داراي ارزش درست باشند                 .درست مي باشد    

 نيز داراي ارزش درست مي باشد،     qشروع كنيم و دريابيم كه تحت اين شرايط        
آنگاه استلزام

. داريم استدلال معتبر  يك تاتولوژي مي باشد و ما يك          

( )p p p qn1 2∧ ∧ ∧ →L

مفروضات                             نتيجه

( )p p p qn1 2∧ ∧ ∧ →L
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق  :  هم ارزي منطقي    2-2

:7-2مثال 

هم ارزي منطقي  : 2-2تعريف    

0
0
1
1

0
1
0
1

1
1
0
0

1
1
0
1

1
1
0
1

p q ¬p ¬ ∨p q p q→

s s1 2⇔
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق  :  هم ارزي منطقي    2-2

. رابط استلزام را مي توان بر حسب نقيض و تركيب فصلي نوشت          -  :نتيجه
 تركيب دو شرطي را نيز مي توان برحسب نقيض، تركيب فصلي و تركيب                   -   

.  عطفي نوشت  
 هاي مركب     بنابراين همواره مي توانيم رابط هاي         و        را از گزاره                      -   

.    حذف كنيم   

)()(
)()()(

)()()(
)()()(

)(

qpqp
qpqpqp

pqqpqp
pqqpqp

qpqp

¬∨¬∧∨⇔
∧¬∧∨⇔⊕
∨¬∧∨¬⇔↔

→∧→⇔↔
∨¬⇔→

→↔

. باهم يك مجموعه تابعي كامل را مي سازندNOT و OR يا ANDبنابراين   
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق  :  هم ارزي منطقي    2-2

قوانين دمورگان    : 8-2مثال 

p  و q       مي توانند هر گزاره مركبي باشند .

¬ ∧ ⇔ ¬ ∨ ¬
¬ ∨ ⇔ ¬ ∧ ¬

( )
( )
p q p q
p q p q
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق:    هم ارزي منطقي     2-2

rqprqp
rqprqp

pqqp
pqqp

qpqp
qpqp

pp

∧∧⇔∧∧
∨∨⇔∨∨

∧⇔∧
∨⇔∨

¬∨¬⇔∧¬
¬∧¬⇔∨¬

⇔¬¬

)()(     
)()()4(

     
)3(

)(     
)()2(

)1( حذف نقيض مضاعف. 1

قوانين دمورگان. 2

قوانين جا بجايي. 3

شركت پذيري  قوانين. 4
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق:    هم ارزي منطقي     2-2

توزيع پذيري قوانين. 5

خودتواني  قوانين. 6

هماني قوانين. 7

تسلط قوانين. 9

pqpppqpp
FFpTTp

FppTpp
pTppFp

pppppp
rpqprqp
rpqprqp

⇔∨∧⇔∧∨
⇔∧⇔∨
⇔¬∧⇔¬∨

⇔∧⇔∨
⇔∧⇔∨

∧∨∧⇔∨∧
∨∧∨⇔∧∨

)(,)()10(
,)9(
,)8(

,)7(
,)6(

)()()(     
)()()()5(

0000

00

00

معكوس  قوانين. 8

قوانين جذب . 10
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق:    هم ارزي منطقي     2-2

 گزاره اي باشد كه شامل هيچ رابط منطقي غير از                  sاگر   .   3-2تعريف   
نشان داده       sd كه با    sدوگان   تركيب عطفي و فصلي نباشد، آنگاه            

 به جاي       OR و   AND و با جايگزيني          sمي شود گزاره ايست كه از            
.  به جاي يكديگر حاصل مي شود               F و   Tيكديگر و نيز     

: مثال  

:   دوگان                  برابر است با                        

)()(:),()(: 00 FrqpsTrqps d ∨∧¬∨∧∨¬∧

qp→qpqp d ∧¬⇔∨¬ )(
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق:    هم ارزي منطقي     2-2

 شامل   t و   sفرض مي كنيم كه گزاره هاي          ).  اصل دوگاني     ( 1-2قضيه  
در اين صورت هرگاه         . رابط هاي منطقي غير از       و       نباشند                      

. آنگاه                              

)q با گزاره ديگري مانند        pجايگزيني هر رخداد           (   قانون اول جايگزيني         
                                يك تاتولوژي است،                                             . 10-2مثال    
 ها را درآن با              جايگزين كنيم، گزاره حاصل                                   pاگر تمام      حال     

. بازهم يك تاتولوژي مي باشد           

∧∨ts ⇔
dd ts ⇔

)()(: qpqpP ¬∧¬↔∨¬
sr∧

P r s q r s q1: [( ) ] [ ( ) ]¬ ∧ ∨ ↔ ¬ ∧ ∧ ¬
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق:    هم ارزي منطقي     2-2

قانون دوم جايگزيني          

. 11-2مثال    
چون                                  بنابراين                                    

.     گزاره مركب                 را نقيض و سپس ساده كنيد                            .   12-2مثال    

rqpP
rqpP

→∨¬
→→

)(:
)(:

1

1PP ⇔ ( ) ( )p q p q→ ⇔ ¬ ∨

rqp
rqprqp

rqprqp

¬∧∨
⇔¬∧¬∧¬¬⇔∨¬∧¬¬

⇔∨∨¬¬⇔→∨¬

)(
)(])[(

])([])[(

rqp →∨ )(
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق:    هم ارزي منطقي     2-2

: نقيض گزاره زير را بدست آوريد           .  13-2مثال    
” ازد اگر هاله به كنار دريا برود، آنگاه الهام پول خريدهاي او را مي پرد                                 “ 

: جواب   
چون 

: بنابراين نقيض جمله بالا به شكل زير است             
” هاله به كنار دريا مي رود ولي الهام پول خريدهاي او را نمي پردازد                                     “

qpqpqp ¬∧⇔∨¬¬⇔→¬ )()(
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق:    هم ارزي منطقي     2-2

. 15-2مثال    
p q→

0
0
1
1

1
1
0
1

1
1
0
1

1
0
1
1

1
0
1
1

0
1
0
1

p q ¬ → ¬q p q p→ ¬ → ¬p q

عکس نقيض

 عكس

معكوس
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق:    هم ارزي منطقي     2-2

. كارآيي دو قطعه برنامه زير را مقايسه كنيد                
x:=4;
for i:=1 to 10 do

begin
x:=x-1;
y:=x+3*i;
if ((x>0) and (y>0)) then

writeln(‘The value of the sum x+y is’, x+y)
end;

.

.

.
if x>0 then

if y>0 then
…

: تعداد مقايسه ها
 بار  20 سمت چپ -

 بار 10+ 3= 13 سمت راست  - 

)(    )( rqprqp →→⇔→∧
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منطق  .  2فصل
قوانين منطق:    هم ارزي منطقي     2-2

ساده سازي گزاره هاي مركب          

. 16-2مثال    

pFp
qqp

qpqp
qpqp

qpqp

⇔∨⇔
¬∧∨⇔

¬∨∧∨⇔
¬∨¬¬∧∨⇔

∧¬¬∧∨

0

)(
)()(

)()(
)()(

دمورگان  
نقيض مضاعف 

توزيع پذيري 
هماني
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج      :   استلزام منطقي      2-3

استدلال زير      

يك استدلال معتبر است اگر و فقط اگر استلزام زير                     

. باشد )   تاتولوژي    (يك گزاره هميشه درست          

( )p p p qn1 2∧ ∧ ∧ →L

( )p p p qn1 2∧ ∧ ∧ →L
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج:   استلزام منطقي  2-3

.19-2مثال 
p :    هومن درس مي خواند .q :     هومن تنيس بازي مي كند.
r :          هومن در درس رياضي گسسته قبول مي شود.

:مفروضات
p1 :           اگر هومن درس بخواند، آنگاه در درس رياضي گسسته قبول مي شود.
p2 :       اگر هومن تنيس بازي نكند، آنگاه درس مي خواند.
p3 :           هومن در درس رياضي گسسته قبول نمي شود.

     معتبر است يا        حال مي خواهيم تعيين كنيم آيا استدلال                                                    
.خير

qppp →∧∧ )( 321

qrpqrp
qppp

rppqprpp

→¬∧→¬∧→
⇔→∧∧∴

¬→¬→

])()[(
)(

:,:,:

321

321

 تاتولوژي
) اسلايد بعد  (
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

p  q  r
0  0  0    1                  0               1                 1
0  0  1    1                  0               0                 1
0  1  0    1                  1               1                 1
0  1  1    1                  1               0                 1
1  0  0    0                  1               1                 1
1  0  1    1                  1               0                 1
1  1  0    0                  1               1                 1
1  1  1    1                  1               0                 1

rp→ pq →¬ r¬ qrpqrp →¬∧→¬∧→ ])()[(
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

. 20-2مثال    
[ (( ) )] ( )p p r s r s∧ ∧ → → →p  r  s

0  0  0    0                  1               1                 1
0  0  1    0                  1               1                 1
0  1  0    0                  1               0                 1
0  1  1    0                  1               1                 1
1  0  0    0                  1               1                 1
1  0  1    0                  1               1                 1
1  1  0    1                  0               0                 1
1  1  1    1                  1               1                 1

p r∧ ( )p r s∧ → r s→
p1 p2 q
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

 دوگزاره دلخواه باشند به طوريكه               q و   pهرگاه   .   4-2تعريف   
 به طور     pباشد، آنگاه مي گوييم         ) تاتولوژي    (يك گزاره هميشه درست       

:  مي باشد و اين وضعيت را به صورت زير مي نويسيم                    qمنطقي مستلزم     

. ي باشد                         به معناي آن است كه           يك تاتولوژي م                                            
.  مي باشد                         به معناي آن است كه             يك تاتولوژي                                              

p q→

qp ⇒

p q⇔p q↔
p q⇒p q→
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

 براي تعيين اعتبار و يا عدم اعتبار يك استدلال بدون                     :قوانين استنتاج    
. نياز به ساختن جدول درستي استفاده  مي شوند                    

 متغيرگزاره اي برابر      n تعداد سطرهاي يك جدول درستي براي               :نكته
2n   مثلا اگر    .   مي باشدn = 10              سطر  1024 آنگاه جدول درستي داراي 

. خواهد بود    
(Modus Ponens)تفكيك   يا    قياس استثنايي     قانون    .  22-2مثال    

[ ( )]p p q q∧ → →

q
qp

p

∴
→

N. Razavi - DM Course - 2006 27

منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج:  استلزام منطقي2-3

(Syllogism) قياسقانون . 23-2مثال 

. 24-2مثال    
.هاله كيك مي پزد

.اگر هاله كيك بپزد، آنگاه پيانو تمرين نمي كند 
.داگر هاله پيانو تمرين نكند، آنگاه پدرش براي او اتومبيل نخواهد خري  

.بنابراين، پدر هاله براي او اتومبيل نخواهد خريد 

[( ) ( )] ( )p q q r p r→ ∧ → → →
p q
q r

p r

→
→

∴ →

r
rq

qp
p

¬∴
¬→¬

¬→
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

(Modus Tollens) قانون استنتاج روش انكار. 25-2مثال 

:مثال
. شداگر هاله رئيس انجمن بانوان شده باشد، آنگاه الهام عضو انجمن خواهد       

.الهام عضو انجمن نشده است   
.بنابراين، هاله رئيس انجمن بانوان نشده است    

pqqp ¬→¬∧→ ])[(
p

q
qp

¬∴
¬
→
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

: مثال  

¬p

p r
r s
t s

t u
u

p

→
→
∨ ¬

¬ ∨
¬
∴¬

p s→

s t→

t u→
s u→

p u→
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

روش ديگر استدلال براي مثال قبل           :   مثال  
p r
r s
t s

t u
u

p

→
→
∨¬
¬ ∨
¬
∴¬

¬t
¬s

p s→

¬p
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

(Fallacy)  سفسطه

 ساله      35اگر مارگارت تاچر رئيس جمهور امريكا باشد، آنگاه حداقل                       )   1(
. مي باشد  

.  ساله مي باشد       35مارگارت تاچر حداقل             )  2(
. بنابراين، مارگارت تاچر رئيس جمهور امريكا مي باشد                      )  3(

p
q

qp

∴

→
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

  سفسطه

. 2  +   4  =  6 ، آنگاه      2 +   3 =   6اگر     )   1(
)2 (6    ≠  3   + 2 .
. 2  +  4  ≠  6بنابراين،    )  3(

q
p

qp

¬∴
¬
→
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

  قاعده عطف   .   26-2مثال    

)رزولوشن    (  قاعده قياس فصلي       .   27-2مثال    
. كيف پول هومن در جيب او و يا روي ميز است                  )   1(
. كيف پول هومن در جيب او نيست          )   2(
؟ )   3(

p
q

p q∴ ∧

p q
p
q

∨
¬
∴
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

) برهان خلف    (  قاعده تناقض     .  28-2مثال    

:  اثبات بوسيله تناقض  
( )p p p qn1 2∧ ∧ ∧ →L براي اثبات

اثبات مي كنيم 
021

021

)(
))((

Fqppp
Fqppp

n

n

→¬∧∧∧∧
⇔→→∧∧∧¬

L

Lqp
qp
qp

¬∧
⇔∨¬¬
⇔→¬

)(
)(

p
Fp

∴
→¬ 0
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

اثبات گزاره هاي شرطي          .   29-2مثال    
p r

p q
q s

r s

→
¬ →
→

∴¬ →

¬ → ¬r p
¬ →r q

¬ →r s

N. Razavi - DM Course - 2006 36

منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

. 30-2مثال    

(2n)ي  روش منظم و سيستماتيكي براي اثبات وجود ندارد به جز روش جدول درست     

p q
q r s

r t u
p t

u

→
→ ∧

¬ ∨ ¬ ∨
∧

∴

( )
( )

p, t

r, s
¬ ∨t u

u

q
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

) برهان خلف    (  اثبات بوسيله تناقض         .   32-2مثال    

¬ ↔
→

¬
∴

p q
q r

r
p

¬ ↔
→

¬
¬
∴

p q
q r

r
p
F0

q
r

F0
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

: اثبات نتايج شرطي         

p q r
p q r
p q r
p q r
p q r

p q r

→ →
⇔ ¬ ∨ →
⇔ ¬ ∨ ¬ ∨
⇔ ¬ ∨¬ ∨
⇔ ¬ ∧ ∨
⇔ ∧ →

( )
( )
( )

( )
( )

( )

p
p

p
q r
n

1

2
M

∴ →

p
p

p
q

r

n

1

2
M

∴
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

. 33-2مثال    
u r
r s p t

q u s
t
q p

→
∧ → ∨
→ ∧

¬
∴ →

( ) ( )
( )

u r
r s p t

q u s
t

q
p

→
∧ → ∨
→ ∧

¬

∴

( ) ( )
( ) u s∧ u, s

r p t∨

p
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منطق  .  2فصل
قوانين استنتاج    :   استلزام منطقي      2-3

 چگونه اثبات كنيم كه يك استدلال نا معتبر است؟                         :سوال  
.  فقط كافي است كه يك مثال نقض بيابيم                  :جواب  
. 34-2مثال    

p=1p
p q
q r s
t r

s t

∨
→ →
→

∴¬ → ¬

( )

0

1

s=0,t=1

r=1 ( )r s→ = 0
q=0
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

:  است اگر   گزاره باز    هر جمله خبري يك         .   5-2تعريف   
 بوده، و  متغير   شامل يك يا چند        )   1(
يك گزاره نباشد، ولي        )   2(
 جايگزين شوند، به يك          مقادير مجاز  وقتي متغيرهاي آن با       )  3(

. گزاره تبديل شود    

xعدد  :   مثال   .   يك عدد صحيح زوج است          2+
x=y   ،x>y   ،x<y   ، .. .

عالم سخن  
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها   2-4

:نمادگذاري
p(x) : عددx .  يك عدد صحيح زوج است    2+

q(x,y) : اعدادy-2  ،x-y   و x+2y  اعداد صحيح زوج هستند .

p(5) :    ،نادرستp(6) :   ،درستq(4, 2):   ،درستq(3, 4) :  نادرست

:بنابراين
. درست و نقيض آن نادرست است     x  ، p(x)بازاء برخي از مقادير    
. درست و نقيض آن نادرست است    y ،q(x, y) و  xبازاء برخي از مقادير    
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها   2-4

: xبراي برخي از مقادير    : سور وجودي 
: xبراي تمام مقادير    : سور عمومي 

x  در p(x) :متغير آزاد
x                                    بنابراين                       يا درست است و يا                             . متغير مقيد   در

.     نادرست 

)(xxp∃
)(xxp∀

)(xxp∃)(xxp∃
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

اعداد حقيقي        :  عالم سخن    .  36-2مثال    

p x x

q x x

r x x x

s x x

( ):

( ):

( ):

( ):

≥

≥

− − =

− >

0

0

3 4 0

3 0

2

2

2

∃ ∧
∀ →
∃ →
∀ →
∀ ∨
∀ →

x p x r x TRUE
x p x q x TRUE
x p x q x TRUE
x q x s x FALSE
x r x s x FALSE
x r x p x FALSE

[ ( ) ( )]:
[ ( ) ( )]:
[ ( ) ( )]:
[ ( ) ( )]:
[ ( ) ( )]:
[ ( ) ( )]:

x=4

x=1
x=5,6,...
x=-1
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

سور ضمني     .  37-2مثال    

” مساوي مجموع دو مجذور كامل است        41عدد صحيح   “
: برابر است با  

sin cos2 2 1x x+ = ∀ + =x x x(sin cos )2 2 1

∃ ∃ = +m n m n[ ]41 2 2
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

q(x) و   p(x)هم ارزي منطقي براي گزاره هاي باز               .   6-2تعريف   

:  در عالم سخن گزاره زير درست باشد               xيعني بايد بازاء هر          

p(x)          به طور منطقي مستلزم q(x)  است  :

)]()([ xqxpx ⇔∀

)()( xqxp ↔

)]()([ xqxpx ⇒∀
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

تمام اعداد صحيح       : عالم سخن   . 42-2مثال    

                           نادرست است، ولي                                   
: بنابراين  .                                  درست مي باشد                                     

: اما 

r x x

s x x

( ):

( ):

2 1 5

92

+ =

=
∃ ∧x r x s x[ ( ) ( )]

∃ ∧ ∃xr x xs x( ) ( )

∃ ∧ ⇒ ∃ ∧ ∃x p x q x xp x xq x[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

⇔∧∃    )]()([ xsxrx )()( xxsxxr ∃∧∃

N. Razavi - DM Course - 2006 48

منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

q(x) و     p(x)بازاء يك عالم سخن مشخص و هر دو گزاره باز                 

)]()([)]()([
)]()([)]()([

)]()([)]()([
)]()([)]()([

xqxpxxxqxxp
xxqxxpxqxpx

xxqxxpxqxpx
xxqxxpxqxpx

∨∀⇒∀∨∀
∀∧∀⇔∧∀
∃∨∃⇔∨∃
∃∧∃⇒∧∃
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

: نحوه نقيض كردن يك جمله سوردار شامل يك متغير                  

)()]([
)()]([
)()]([
)()]([

xxpxpx
xxpxpx
xpxxxp
xpxxxp

∀⇔¬∃¬
∃⇔¬∀¬
¬∀⇔∃¬
¬∃⇔∀¬
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

44-2مثال    
p(x)   :x   فرد است  .
q(x)   :x2-1   زوج است  .

. فرمول گزاره اي                               را نقيض كنيد                                         

”  زوج نيست x2-1 فرد است و      x به گونه اي كه     xوجود دارد         “
)نادرست   (

)]()([ xqxpx →∀

)]()([))]()(([
))]()(([)]()(([
xqxpxxqxpx

xqxpxxqxpx
¬∧∃⇔∨¬¬∃⇔

→¬∃⇔→∀¬
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

متغيرهاي چندگانه       

),(),(
),(),(

yxxpyyxypx
yxxpyyxypx

∃∃⇔∃∃
∀∀⇔∀∀
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

.   48-2مثال    
p(x, y): x + y = 17;

 وجود دارد به گونه               y يك عدد صحيح مانند        x                           براي هر                              
xاي كه      + y )درست  .   ( 17 =

 وجود دارد به گونه اي كه بازاء                    y                           يك عدد صحيح مانند                                 
x  ،x+y=17تمام اعداد صحيح مانند         

: بنابراين 

),( yxypx∃∀

),( yxxpy∀∃

),(),( yxxpyyxypx ∀∃≠∃∀
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منطق  .  2فصل
 استفاده از سورها          2-4

. 49-2مثال    

)],()),(),([(
)],()],(),([[
)],()),(),([(
)]],()),(),([([

)]],()),(),([([

yxryxqyxpyx
yxryxqyxpyx
yxryxqyxpyx
yxryxqyxpyx

yxryxqyxpyx

¬∧∧∀∃⇔
∨∧¬¬∀∃⇔

→∧¬∀∃⇔
→∧¬∃∃⇔

→∧∃∀¬
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منطق  .  2فصل
تمرينات   

20تمرين  .  2-2
10تمرين  .  2-3
26و   18تمرين  .  2-4
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فصل سوم 
نظريه مجموعه ها

سيد ناصر رضوي   
e-mail: razavi@comp.iust.ac.ir

1385
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها      . 3-1

 از اشياء خوش تعريف  يك گردايه    
). باهوش بايد تعريف شود    –!  مجموعه دانشجويان باهوش   (

مجموعه، زير مجموعه  )اندازه(مجموعه  متناهي، مجموعه نامتناهي، كارديناليتي         
A={1,3,5,7,9}
B={x|x is odd}
C={1,3,5,7,9,...}

(A|=5|)  5 برابر است با   Aكارديناليتي      
A       يك زيرمجموعه سره از B است 
C     زير مجموعه B است BC

BA
⊆
⊂

CBA ∈∈∈ 1,1,1
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها     .   3-1

زيرمجموعه ها

تساوي مجموعه ها  
C D C D D C= ⇔ ⊆ ∧ ⊆( ) ( )

A B x x A x B⊆ ⇔ ∀ ∈ ⇒ ∈[ ]
A B x x A x B

x x A x B
x x A x B

⊄ ⇔ ¬∀ ∈ ⇒ ∈
⇔ ∃ ¬ ¬ ∈ ∨ ∈
⇔ ∃ ∈ ∧ ∉

[ ]
[ ( ) )]

[ ]

C D C D D C
C D D C
≠ ⇔ ¬ ⊆ ∧ ⊆

⇔ ⊆ ∨ ⊆
( )
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها        .   3-1

Ø ,{}: مجموعه پوچ يا تهي      
U): مرجع، عالم سخن      (مجموعه جهاني    

Aمجموعه تمام زير مجموعه هاي          :  Aمجموعه تواني    
A={1,2}, P(A)={Ø, {1}, {2}, {1,2}}

If |A|=n, then |P(A)|=2n.
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها        .   3-1

، تعداد زيرمجموعه       A|=n≥0| كه    Aبراي هر مجموعه متناهي مانند      
C(n, k):  عضوي برابر است با    kهاي   

: Aشمارش زيرمجموعه هاي          

0for   ,2
210

≥=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n
n
nnnn nL
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها      . 3-1

.تعداد مسيرهاي پلكاني ميان دو نقطه با مختصات صحيح      . 9-3مثال 
(R) گام به راست    4 و   (U) گام به بالا   3: (4 ,7) به (1 ,2)از  

:حل با استفاده از مجموعه ها  
A={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

  7 و  3، 1 به اين معناست كه گامهاي        {7 ,3 ,1}يك مجموعه سه عضوي مانند    
: برابر است با Aتعداد زيرمجموعه هاي سه عضوي    . روبه بالا هستند   

C(8, 3)=56

8!/(5!3!)=56R,U,R,R,U,R,R,U
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها    . 3-1

تعداد تركيبات يك عدد صحيح مثبت    . 10-3مثال   
4=3+1=1+3=2+2=2+1+1=1+2+1=1+1+2=1+1+1+1

اكنون از ايده زير مجموعه ها براي حل اين مسأله استفاده مي كنيم                       
1 + 1 + 1 + 1 = 4در نظر بگيريد                             

8=  {1,2,3}تعداد زير مجموعه هاي مجموعه         =  تعداد تركيبات       

اولين
علامت جمع

دومين 
علامت جمع 

سومين 
علامت جمع 
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها      . 3-1

:به صورت تركيباتي ثابت كنيد           n≥r≥0 كه    r و  nبراي اعداد صحيح . 11-3مثال 

A={x, a1, a2, …, an}فرض كنيد     :  جواب
 را در نظر بگيريد A عضوي از  rاكنون تمام زيرمجموعه هاي        

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
1

1
r
n

r
n

r
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
1

1
r
n

r
n

r
n

تمام زير مجموعه هاي  
rعضوي 

تمام زير مجموعه هاي  
r عضوي بدون x

تمام زير مجموعه هاي  
r عضوي شامل x
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها        .   3-1

) پاسكال     ( مثلث خيام       .  13-3مثال    
0ضرايب دو جمله اي         

0
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟1

0
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

1
1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

2
2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

2
0
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

3
0
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

4
2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

4
3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

4
4
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

4
0
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

1
0
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

2
0
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

4
1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

2
1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

3
1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

3
3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

3
2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها        .   3-1

…,3- ,3 ,2- ,2 ,1- ,1 ,0}=مجموعه اعداد صحيح= Z) آ( }

{… ,3 ,2 ,1 ,0}= مجموعه اعداد صحيح غير منفي يا اعداد طبيعي = N)  ب ( 
x∈Z} = {… ,3 ,2 ,1} =مجموعه اعداد صحيح مثبت  = +Z)  پ (  |x>0}
{a, b| a, b is integer, b≠0} = مجموعه اعداد گويا =  Q)  ت ( 
 مجموعه اعداد گوياي مثبت= +Q)  ث ( 
 مجموعه اعداد گوياي غير صفر  =  *Q)  ج ( 
 مجموعه اعداد حقيقي=  R) چ ( 
 مجموعه اعداد حقيقي مثبت= +R) ح ( 
 مجموعه اعداد حقيقي مخالف صفر  = *R) خ ( 
  مجموعه اعداد مختلط= C) د (
  مجموعه اعداد مختلط مخالف صفر   = C *) ذ (
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
مجموعه ها و زير مجموعه ها     .   3-1

 متعلق به اعداد صحيح غير منفي           nبازاء هر    )   ر(
Zn={0, 1, 2, …, n-1}

 ،   a<b كه   a, bبازاء هر دو عدد حقيقي          )   ز(
بازه بسته   

بازه باز    
بازه نيم باز      

[ , ] { | }a b x R a x b= ∈ ≤ ≤

( , ) { | }a b x R a x b= ∈ < <

[ , ) { | }a b x R a x b= ∈ ≤ <
( , ] { | }a b x R a x b= ∈ < ≤
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
اعمال مجموعه اي و قوانين نظريه مجموعه ها          .  3-2

بازاء هر دومجموعه مانند    .   5-3تعريف   
اجتماع    
اشتراك 

تفاضل متقارن     

مجوعه هاي دوبه دو منفصل        .   6-3تعريف   
) مطلق( متمم.   7-3تعريف   
)نسبي(متمم  .   8-3تعريف   

UBA ⊆,

}|{
}|{
}|{

BAxBAxxBA
BxAxxBA
BxAxxBA

∩∉∧∪∈=Δ
∈∧∈=∩
∈∨∈=∪

A B∩ = φ
A U A x x U x A= − = ∈ ∧ ∉{ | }

B A x x B x A− = ∈ ∧ ∉{ | }
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
اعمال مجموعه اي و قوانين نظريه مجموعه ها          .  3-2

  Bو  A و مجموعه هاي      Uبه ازاء مجموعه مرجع      .  4-3قضيه  
. ، گزاره هاي زير هم ارزند           Uزيرمجموعه  

)  آ(
) ب( 
) پ( 
AB) ت( 

ABA
BBA

BA

⊆

=∩
=∪

⊆
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
اعمال مجموعه اي و قوانين نظريه مجموعه ها          .  3-2

قوانين نظريه مجموعه ها   
قانون متمم مضاعف   

قوانين دمورگان 

قوانين تعويض پذيري

قوانين شركت پذيري

قوانين توزيع پذيري  

)()()(     
   )()()( (5)

)()(     
    )()( (4)

      
            (3)
                  

             (2)

                           )1(

CABACBA
CABACBA

CBACBA
CBACBA

ABBA
ABBA
BABA

BABA

AA

∩∪∩=∪∩
∪∩∪=∩∪

∩∩=∩∩
∪∪=∪∪

∩=∩
∪=∪
∪=∩

∩=∪

=
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
اعمال مجموعه اي و قوانين نظريه مجموعه ها          .  3-2

قوانين نظريه مجموعه ها   

قوانين خود تواني 
قوانين هماني 

قوانين معكوس   
قوانين تسلط  
قوانين جذب 

ABAA
ABAA

UUA
AAUAA

AUAAA
AAAAAA

=∪∩
=∩∪
∩=∪

=∩=∪

=∩=∪
=∩=∪

)(        
          )( (10)

     =A , (9)
      , (8)

      , (7)
     , (6)

φφ
φ

φ
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
اعمال مجموعه اي و قوانين نظريه مجموعه ها          .  3-2

 قضيه اي در رابطه با تساوي دو                sفرض كنيم     :  اصل دوگاني     .  5-3قضيه  
 نيز يك    Sd يعني      Sعبارت مجموعه اي باشد، در اين صورت دوگان                      

. قضيه خواهد بود     

s  (sd)                                  sدوگان   

φ
φ

                                
                                
                               
                               

U
U
∪ ∩
∩ ∪
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
اعمال مجموعه اي و قوانين نظريه مجموعه ها          .  3-2

.  را بدست آوريد    A⊆Bدوگان   .   17-3مثال    

 برابر است با      A⊆Bبنابراين دوگان         A⊆B⇔A∪B=Bازآنجا كه   
B⊆A:  يعني   A∩B=B، كه برابر است با          A∪B=Bدوگان     

نمودار ون        
U

A
A A B BA∩
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
اعمال مجموعه اي و قوانين نظريه مجموعه ها          .  3-2

. را بدست آوريدA-Bنقيض .19-3مثال 

BABABA. را بدست آوريدAΔBنقيض . 20-3مثال 

ABxAxxBA

∪=∩=−∴

∩=∉∧∈=− B }|{

BABA

BABABAAB

BBAABABABA

BABABABABA

BABABABA

BAxBAxxBA

Δ=Δ=

∩∩∪=∪∩∪=

∪∩∩∪∩=∩∪∩=

∩∪∪=∩∩∪=Δ∴

∩∩∪=∩−∪=

∩∉∧∪∈=Δ

)()()()(

])[(])[()()(

)()()(

)()()()(

}|{Q
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
اعمال مجموعه اي و قوانين نظريه مجموعه ها          .  3-2

به ازاء .مجموعه مرجع باشد  U يك مجموعة غير تهي و          Iفرض كنيم     .  10-3تعريف    
 انديس گذار  را مجموعه  Iدر اين صورت   .  Ai∈U فرض مي كنيم          I متعلق به  iهر  

. مي ناميم   انديس  را يك  iو هر   
: با اين شرايط تعريف مي كنيم       

: قوانين دمورگان تعميم يافته           .  6-3قضيه  

}every for  |{

,} oneleast at for  |{

IiAxxA

IiAxxA

ii
Ii

ii
Ii

∈∈=

∈∈=

∈

∈

I

U

i
Ii

i
Ii

i
Ii

i
Ii

AA

AA

UI

IU

∈∈

∈∈

=

=
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
شمارش و نمودارهاي ون      .   3-3

 نفر   C++ ، 25 نفر آنها  30 دانشجو وجود دارد كه     50در يك كلاس         . 23-3مثال 
چند دانشجو يكي از زبانها را       . نفر هر دو زبان را مي خوانند       10آنها پاسكال و    

مي خواند؟ 
U A B

10 1520

5
| | | | | | | |A B A B A B∪ = + − ∩
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
شمارش و نمودارهاي ون         .   3-3

ANDانواع نقصهاي يك گيت . 24-3مثال 
D1 :ورودي اول در صفر گير كرده است.
D2 :ورودي دوم در صفر گير كرده است.
D3 :خروجي در صفر گير كرده است.

: نمونه100با داشتن 
A :ِ نقصD1

B : نقصD2

C : نقصD3

A

B

C

11 4
3

5 7

12

15

43

| | | | | | | | | |
| | | | | |
A B C A B C A B

A C B C A B C
∪ ∪ = + + − ∩

− ∩ − ∩ + ∩ ∩

|A|=23, |B|=26, |C|=30,
| | , | | , | | ,
| |
A B A C B C
A B C
∩ = ∩ = ∩ =
∩ ∩ =

7 8 10
3

با دانستن موارد روبرو، چند 
؟.نمونه دارای نقص می باشند

۵٧: جواب    
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
شمارش و نمودارهاي ون         .   3-3

به چند طريق شخصي مي تواند هر روز يك بازي                . سه بازي وجود دارد   . 25-3مثال 
 روز ، هر بازي را حداقل يكبار انجام داده باشد؟        5انجام دهد به طوريكه در مدت     

A :  1بدون انجام بازي
B :  2بدون انجام بازي
C : 3بدون انجام بازي  

150933
9301323||

0||
1||||||

2||||||

5

55

5

5

=−=

=+×−×=∪∪∴

=∩∩
=∩=∩=∩

===

Ans
CBA

CBA
ACCBBA

CBA
1
2
3
4
5

g1
g2
g3
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
سخني درباره احتمال      .   3-4

P(A)  :      احتمال آنكه رويدادA      اتفاق بيافتد   =|A|/|U|
P(a)   = |{a}|/|U|= 1/|U|

Aرويداد     

a رويداد ابتدايی        

U =   فضای نمونه
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
سخني درباره احتمال   . 3-4

 چقدر  6 يا  5احتمال به دست آمدن  . يك تاس را يك بار مي اندازيم          . 26-3مثال 
)1/3: جواب( است؟
اگر سكه اي را چهار بار پرتاب كنيم، احتمال به دست آمدن دو شير و             . 27-  3مثال 

دو خط چقدر است؟  
16=24اندازه فضاي نمونه برابراست با  :جواب

: برابراست با(H,H,T,T)امكان آمدن دو شير و دو خط در هر ترتيبي           
4!/2!2!=6

:بنابراين جواب برابرست با
6/16=3/8
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نظريه مجموعه ها. 3فصل 
تمرينات

21و 14و 11تمرين :   1-3تمرينهاي  
17و 14، 8تمرين :   2-3تمرينهاي  
9و 8،  5، 3تمرين  :  4-3و 3-3تمرينهاي  

23و 18، 4تمرين  :تمرينهاي تكميلي 
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
ضرب كارتزين و رابطه ها        .   5-1

  دكارتي  ، حاصل ضرب        A, B⊆Uبه ازاي مجموعه هاي         .  1-5تعريف   
 نمايش داده مي شود و برابر           A*B با    B و   A  خارجي   يا حاصل ضرب        

: است با   
. مي باشند   زوج هاي مرتب  A*Bعناصر –
–|A*B|=|A|*|B|=|B*A|
و . A*B≠B*Aاما در حالت كلي      –

} ,|),{( BbAaba ∈∈

}.1,|),,,{( 2121 niAaaaaAAA iinn ≤≤∈=××× KL
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
ضرب كارتزين و رابطه ها     .   5-1

فضاي نمونه حاصل از پرتاب يك تاس و سپس پرتاب يك سكه              . 3-5مثال 

ساختار درختي  

1 2 3 4 5 6

1,H      1,T  2,H  2,T 3,H 3,T 4,H 4,T 5,H   5,T 6,H   6,T

={1,2,3,4,5,6} {H,T}
N. Razavi - DM course - 2006 4

رابطه ها و توابع.  5فصل 
ضرب كارتزين و رابطه ها        .   5-1

”درختها ابزار مناسبي براي شمارش مي باشند         “
برنده اولين نفري . زنان در مسابقات قهرماني تنيس حداكثر سه دست بازي مي كنند   . 4-5مثال 

.به چند طريق نتيجه يك مسابقه برد مي باشد. است كه دو دست را ببرد

:EENو NNEجايگشت هاي  
N

E

N

E

N

E

N
E
N
E

بنابراين
 حالت 6

)202
2!3!

5! :menfor  ,62
2!
3!

=×
×

=×
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
ضرب كارتزين و رابطه ها        . 5-1

 نام  B به A از  رابطه يك  A*B ، هر زيرمجموعه از  A, B⊆Uبه ازاي مجموعه هاي    . 2-5تعريف 
.  خوانده مي شودAروي ) يكاني (رابطه يونري   يك A*Aدارد و هر زيرمجموعه از  

 به A رابطه از   2mn، به تعداد B|=n| و A|=m| كه B و Aبه طور كلي براي مجموعه هاي متناهي 
B  تمام زير مجموعه هاي   ( وجود داردA*B شامل مجموعه تهي و خود A*B(

: تعريف مي كنيمA را روي R، رابطه باينري   +A=Zفرض كنيم. 7-5مثال 
R={(x, y) | x < y}     

. نيستند(2 ,3) و (2 ,2) هستند اما  R متعلق به  (11 ,7) , (2 ,1)
1R2 7  وR11)   نمايش ميانوندي(
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
ضرب كارتزين و رابطه ها        .   5-1

  A, B, C⊆Uبازاء هر سه زيرمجموعه       .  1-5قضيه  

)()(),()(),(
),(),(,,)(

)(),( ,,any For  :(a) of Proof

)()(=)( (d)
)()()( (c)
)()()( b)(
)()()( (a)

CABAbaCAba
BAbaCbBbAaCBb

AaCBAbaUba

CBCACBA
CBCACBA
CABACBA
CABACBA

×∩×∈⇔×∈
×∈⇔∈∈∈⇔∩∈

∧∈⇔∩×∈∈

×∪××∪
×∩×=×∩
×∪×=∪×
×∩×=∩×
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
ساده و يك به يك        :   توابع  .  5-2

 كه با     B به A از   f، تابع يا  نگاشت    B و   Aبازاء مجموعه هاي غير تهي        . 3-5تعريف    
f: A B      نمايش داده مي شود، رابطه اي است از A  به B         كه در آن هر عنصر از 

A                 ود درست يك بار به عنوان اولين مؤلفه در يك زوج مرتب از رابطه ظاهر ش.

set A set B

غير مجاز  
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
ساده و يك به يك        :   توابع  .  5-2

(Range)، برد(Codomain)، هم دامنه(Domain)دامنه . 4-5تعريف    

a
bf(a)=b

دامنه هم دامنه

برد

A B
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
ساده و يك به يك        :   توابع  .  5-2

.10-5مثال 
xبزرگترين عدد صحيح عدد صحيح كوچكتر يا مساوي  :تابع كف ) آ (

xكوچكترين عدد صحيح بزرگتر يا مساوي  : تابع سقف) ب(

xقسمت صحيح : تابع برش) پ(

⎣ ⎦xxf =)(

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 33,48.3,38.3 −=−−=−=

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 33,38.3,48.3

)(
−=−−=−=

= xxf

3)3(,3)8.3(,3)8.3(
 ofpart integer  the)(

−=−−=−=
=

trunctrunctrunc
xxtrunc
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
ساده و يك به يك    : توابع  . 5-2

)چرا؟.( nm برابراست با   B به A، تعداد توابع ممكن از      B|=n| و اندازه  A|= m|اگر  

f: Aتابع  . 5-5تعريف    B  گوييم، اگر هر عنصر از     انژكتيو يا  يك به يك را B  
 . ظاهر شده باشد Aحداكثر يك بار به عنوان نقش يك عنصر از       

f: Aاگر   B      يك به يك بوده و A  و B       متناهي باشند، داريم |A|≤|B| .   به ازاي
f: A، هرگاه   B و  Aمجموعه هاي دلخواه   B      يك به يك باشد، آنگاه به ازاء هر دو 

:A متعلق به a2 و   a1عنصر دلخواه  
f(a1) = f(a2) => a1 = a2

 يك به يك       g(x)=x4-x يك به يك مي باشد، اما تابع          f(x)=3x+7مثلا تابع   
.g(0)=g(1)=0نيست زيرا   

N. Razavi - DM course - 2006 11

رابطه ها و توابع.  5فصل 
ساده و يك به يك        :   توابع  .  5-2

 به   A ، آنگاه تعداد توابع يك به يك از               m≤n و   B|=n| و   A|=m|اگر   
B    برابر است با  :

P(n, m)= n!/(n - m)!
) چرا؟  ( 

{(a1, x1), (a2, x2 ), (a3, x3 ), … , (am, xm)} 
n * ( n - 1) * (n – 2) * … * (n – m + 1)  = P(n, m) = P(|B|, |A|)

N. Razavi - DM course - 2006 12

رابطه ها و توابع.  5فصل 
ساده و يك به يك        :   توابع  .  5-2

f: Aفرض كنيم     . 2-  5قضيه   B   و AAA ⊆21,

 )()()( (c)
)()()( (b)
)()()( (a)

2121

2121

2121

AfAfAAf
AfAfAAf
AfAfAAf

∩=∩
∩⊆∩
∪=∪

).()(= , somefor 
))(= , some(for or  ))(= , somefor (

)(or  )()()( ,Conversely
)()())((or  ))(()

and )(=(or  ) and )(=()(= ,
somefor )( ,any For  (b).part for  :Proof

2121

222111

2121

21212

121

21

AAfbafbAAa
afbAaafbAa

AfbAfbAfAfb
AfAfbAfbAfbAa
afbAaafbafbAAa

AAfbBb

∪∈⇒∪∈
⇒∈∈

⇒∈∈⇒∪∈
∪∈⇒∈∈⇒∈

∈⇒∪∈
⇒∪∈∈

1 2 3

a b

 يك به يك باشد fاگر 
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم) : برو(توابع پوشا. 5-3

f: Aتابع . 9-5تعريف  B مي گوييم اگر  سورژكتيو يا  پوشا f(A)=B  باشد؛ يعني به ازاي هر b 
 .f(a)=b وجود داشته باشد كه A متعلق به a حداقل يك عنصرمانند  Bمتعلق به 

f:Rتابع . 19-5مثال  R با تعريف f(x)=x3 پوشا مي باشد، اما تابع f(x)=x2 پوشا نيست .

f:Zتابع . 20-5مثال  Z با تعريف f(x)=3x+1پوشا نمي باشد  .
g:Q        تابع  Q با تعريف g(x)=3x+1پوشا مي باشد .
h:R                       تابع  R با تعريف h(x)=3x+1پوشا مي باشد .

f:A مجموعه هايي متناهي باشند، آنگاه بازاء هر تابع پوشاي      B و A هرگاه  B  بايد داشته باشيم 
|A|≥B .  اما تعداد توابع پوشا چيست؟

N. Razavi - DM course - 2006 14

رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم       ) :   برو(توابع پوشا    .   5-3

، آنگاه تمام توابع          B={1, 2}و  A={x, y, z}هرگاه   .  22-5مثال    
f:A B    به غير از f1={(x,1), (y, 1), (z, 1)}      و 

f2={(x,2), (y, 2), (z, 2)})    بنابراين    . پو شا مي باشند      ) ثابت توابع
.  وجود دارد        B به   A تابع پوشا از         B||A|-2=23-2=6|به تعداد     

 ، در آن صورت        B|=2| و   A|=m≥2|در حالت كلي تر، اگر           
:  از رابطه زير محاسبه مي شود          B به   Aتعداد كل توابع پوشا از               

2m-2
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم) : برو(توابع پوشا. 5-3

در بين .  وجود داردB به Aاز    تابعB={1, 2, 3}   ،34 و A={w, x, y, z}به ازاء  . 23-5مثال 
:تمام توابع 
 {3 ,2} به A تابع از  24: نگاشت نشده است1) 1(
{3 ,1} به A تابع از  24: نگاشت نشده است2) 2(
{2 ,1} به A تابع از  24: نگاشت نشده است3) 3(

 به Aبنابراين تعداد توابع پوشا از     .  دو بار شمرده شده اند {3} يا  {2} يا  {1} به A اما تمام توابع از     
Bبرابر است با  :

 طبق رابطه زير محاسبه مي   B به A ، تعداد توابع پوشا از B|=3| و A|=m≥3|در حالت كلي اگر   
:شود

)  چه نتيجه اي مي دهد؟m=2 يا m=1اين فرمول بازاء   (

361
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم          )  :   برو(توابع پوشا   .  5-3

فرمول كلي       
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم  ) : برو(توابع پوشا . 5-3

)342و 341صفحات ( مثالهاي ابتداي فصل    
هفت قرارداد با چهار شركت به طوري كه هر شركت در بخشي از پروژه                   )  1 (

.شركت داشته باشد   

 و هفت علامتي حداقل يك مورد از هر يك           (3 ,2 ,1 ,0)چند دنباله چهارتايي      ) 2(
 را دارند؟  3و  2، 1، 0از علايم    

 در هر    1 در هر سطر و حداقل يك    1 دقيقا يك   4*7 يك    -چند ماتريس صفر  ) 3(
ستون دارند؟  

 84001
1
4

2
2
4

3
3
4

4
4
4 7777 =⎟⎟
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⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم  ) : برو(توابع پوشا . 5-3

)342و 341صفحات ( مثالهاي ابتداي فصل    
وارد يك ساختمان چهار طبقه مي شوند و داخل        ) غير مرتبط با هم (هفت نفر  )  4 (

احتمال اينكه آسانسور در هر طبقه به منظور خروج مسافران         .آسانسور مي شوند  
بايستد چيست؟  

8400/47 = 8400/16384>0.5
 ،ثابت كنيد  m<n كه    m, nبه ازاء اعداد صحيح مثبت  ) 5(

 تحقيق كنيد كه        nبه ازاء هر عدد صحيح مثبت    ) 6(
0)()1(

0
=−⎟⎟
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم) : برو(توابع پوشا. 5-3

 نفر تقسيم شوند به طوريكه هر نفر حداقل يك كار داشته باشند   4هفت كار بايد ميان   . 25 -5مثال 
.و كار اول را نفر اول انجام دهد 

:جواب
.نفر اول فقط كار اول را مي گيرد   . 1حالت 

. نفر اول بيش از يك كار را مي گيرد    . 2حالت 

:حال با استفاده از قانون جمع تعداد كل برابراست با  
1560+540

( ) ( )−
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∑ − =
=

1
3

3
3 540

0

3 6k

k k
k

1560)4(
4

4
)1( 6

4

0
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=
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kk
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم  ) : برو(توابع پوشا . 5-3

 مكان مختلف به طوريكه        n شيء مختلف در     mتعداد راههاي ممكن براي توزيع     
:هيچ يك از مكانها خالي نماند      

:و اگر مكانها يكسان باشند       

S(m, n) :  اعداد استرلينگ نوع دوم.
n!S(m, n)  :  تعداد توابع پوشا

ها   مكان يكسان به طوريكه مكان               n شيء مختلف در      mتوزيع   .  27 -5مثال 
.مي توانند خالي باشند    
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم) : برو(توابع پوشا. 5-3

≥ n> 1 اعداد صحيح مثبتي با m, nفرض كنيم . 3-5قضيه   mدر اين صورت .  باشند:
S(m + 1, n) = S(m , n - 1) + nS(m, n)

A:اثبات a a a am m= { 1, , , , }2 1L +

L
n        مكان يكسان

S(m + 1,n)

am+1 به تنهايي در يك مكان قرار 
دارد

S(m, n-1)

am+1ابتدا :  به تنهايي در يك مكان قرار نداردm شيء 
 را am+1سپس . مكان توزيع كنيدnديگر را در 

مي توان در هر يك از مكانها قرار داد 

nS(m, n)
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اعداد استرلينگ نوع دوم       ) :   برو(توابع پوشا    .   5-3

را به حداقل       30030به چند طريق مي توان عدد         .   28-5مثال  
تجزيه نمود به طوريكه ترتيب مهم           )  بزرگتر از يك      ( دو عامل  

نباشد؟ 
30030 = 2 * 3 * 5 * 7 * 11* 13

: بنابراين، جواب برابر است با         .    عامل وجود دارد     6حداكثر   :جواب
S(6, 2)+S(6, 3)+S(6, 4)+S(6, 5)+S(6, 6)=202
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
توابع خاص  . 5-4

f:A*A ، هر تابع مانند   A, Bبه ازاي مجموعه هاي غير تهي      . 10-5تعريف    B  
 باشد، آنگاه مي گوييم اين       A زيرمجموعه      Bاگر  .  نام دارد A بر عمل دوتايي يك  

. استبسته )  Aبر  (عمل دوتايي   

g:Aتابع .  11-  5تعريف     A     يك عمل يكاني بر A نام دارد .

. 29-5مثال 
f:Z*Zتابع  ) آ( Z     با تعريف f(a, b)=a-b        يك عمل دوتايي بسته بر Z  

.است
+g:Z+ * Zتابع ) ب( Z  با تعريف g(a, b)=a-b يك عمل دوتايي  بر Z+ 

.ولي بسته نيست   است  
+h:Rتابع ) پ( R+    با تعريف h(a)=1/a     يك عمل يكاني بر R+ است.
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
توابع خاص    .  5-4

f:A*Aفرض كنيم .  12-5تعريف  B ؛ يعنيf  يك عمل دوتايي بر Aباشد 
.f(a, b)=f(b, a) داشته باشيم A*A متعلق به (a, b) تعويض پذير است اگر بازاء هر   fگوييم ) آ(
 شركت پذير است اگر بازاء هر سه عنصر     f، گوييم ) بسته باشدf( باشدA زير مجموعه Bوقتي ) ب(

a, b, c متعلق به Aداشته باشيم ،:
f(f(a, b), c) = f(a, f(b, c)) 

f:Z*Zعمل دوتايي و بستة )آ. (32-5مثال  Z  را با f(a, b) = a+b-3abتعريف مي كنيم   .
) چرا؟( هم تعويض پذير و هم شركت پذير استfبنابراين 

h:Z*Zعمل دوتايي و بستة  )ب( Z  را با تعريف h(a, b)=a|b|بنابراين        .  در نظر مي گيريم
h(3, -2)=2|-3|=6 ≠ h(-2, 3)=-6 .  پسh اما .  تعويض پذير نمي باشدhشركت پذير است .

h(a, h(b, c))= a|h(b, c)|=a|b|c||=a|b||c|
h(h(a, b), c))= h(a, b) |c|=a|b||c| 

g:R*Rعمل دوتايي و بستة ) پ( Z  را با تعريف g(a, b)=          بنابراين . در نظر مي گيريمg 
 ولي        g(g(3.2, 4.7), 6.4)=15اما شركت پذير نمي باشد . تعويض پذير است

g(3.2, g(4.7, 6.4))=16

⎡ ⎤ba +
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
توابع خاص    .  5-4

در نتيجه      .   A*A|=16| ، آنگاه     A={a, b, c, d}اگر   .  33-5مثال    
 چه تعداد از آنها           .  وجود دارد         Aروي   )عمل دوتاِيي بسته      ( تابع   416

تعويض پذير مي باشند؟       
a   b   c   d

a
b
c
d

44

46

6 entries

Therefore, 4 46 4×
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
توابع خاص    .   5-4

f:A*Aفرض كنيم     .  13-5تعريف    B       يك عمل دوتايي بر A  عنصر    .   باشد
x∈A    براي   ) هماني    ( خنثي   يك عنصرf        است هرگاه بازاء هر a∈A    

f:Z*Zتابع    ) آ.  (34-5مثال     Z      با تعريف f(a, b)=a+b      داراي عنصر 
f(a, 0)=f(0, a)=a مي باشد زيرا بازاء هر دو عدد صحيح              0خنثي    

f:Z*Zتابع   )ب( Z      با تعريف f(a, b)=a-b  داراي عنصر خنثي نمي باشد 
 .
g:A*A و   A={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}فرض كنيم      )  پ(  A  عمل 

اين عمل دوتايي        .    باشد   g(a, b)=min(a, b)دوتايي بسته با تعريف            
 يك عنصر خنثي براي اين عمل         7تعويض پذير و شركت پذير است و عنصر           

) . ؟( مي باشد  

aaxfxaf =),(=),(
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
توابع خاص    .  5-4

f:A*Aفرض كنيم    .   4-5قضيه   B         هرگاه    .   يك عمل دوتايي باشدf  
)           يكتا  (داراي عنصر خنثي باشد، آنگاه عنصر خنثي منحصر به فرد                

. مي باشد  

  f(x1, x2)=x1 هر دو عنصر خنثي باشند، بنابراين            x2 و   x1اگر   :   اثبات   
)x2    عنصر خنثي (    و نيز f(x1, x2)=x2   )x1  بنابراين    )  عنصر خنثي ،

x1=x2 .
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
توابع خاص    .   5-4

Aمحاسبه تعداد عمل هاي دوتايي بسته روي            
A={a1, a2, … an}, f:A * A A

∴nn2
 closed binary operations

a1
a2
a3
.
.
.
an

n2    مدخل، براي هر كدامn انتخاب 

a1 a2 a3 . . .     an
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
توابع خاص  . 5-4

A={a1, a2, … an}, f:A * A A

n entries

n n2

2
−  entries

∴ ×
−

n nn
n n2

2  commutative closed binary operations

a1 a2 a3 . . .     an

a1
a2
a3
.
.
.
an
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
توابع خاص  . 5-4

: عنصر خنثي باشد  a1اگر  

A={a1, a2, … an}, f:A * A A
a1 a2 a3 . . .     an

a2 a3 . . .     ana1
a2
a3
.
.
.
an

a1
a2
a3
.
.
.
an

entries )1( 2−n

∴
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

− − +n
n nn n

1
1 1 12 2( ) ( ) =  closed binary operations

with an identity
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
توابع خاص  . 5-4

: عنصر خنثي باشد  a1اگر  
A={a1, a2, … an}, f:A * A A

a1 a2 a3 . . .     an

a2 a3 . . .     ana1
a2
a3
.
.
.
an

a1
a2
a3
.
.
.
an n-1 entries

( ) ( )n n− − −1 1
2

2
 entries

( ) identityan  with operationsbinary  closed ecommutativ 
1

2
2

2
)1()1(

1
22 +−−−−

− =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∴

nnnn
n nnn

n
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اصل لانه كبوتري   . 5-5

 ، آنگاه حداقل يك    m > n لانه را اشغال كنند و      n كبوتر     mاگر  . اصل لانه كبوتري   
.لانه توسط دو كبوتر يا بيشتر اشغال خواهد شد       

 نفر حداقل  13براي مثال از هر سه نفر، حداقل دو نفر هم جنس مي باشند و از هر              
.دو نفر در يك ماه به دنيا آمده اند   

 كلمه حداكثر چهار حرفي       500,000يك نوار مغناطيسي شامل      . 41-5مثال 
آيا تمام اين كلمات مي توانند متمايز         .مي باشد )  حروف كوچك در الفباي لاتين    ( 

باشند؟ 
:تعداد كلمات متفاوت ممكن برابر است با     

264+263+262+26=475,254 < 500,000
.بنابراين، حداقل يك كلمه تكرار شده است        
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اصل لانه كبوتر   . 5-5

در   . S|=37| باشد و   (+Z) زيرمجموعه اعداد صحيح مثبت    Sفرض كنيم       . 42-5مثال 
. يكسان است    36 شامل دو عنصر است كه باقيمانده تقسيم آنها بر       Sاين صورت  

n=36q+r, 0≤r<36
. كبوتر   37 و  (r) لانه 36

 عدد S={1, 2, 3, …, 200} ، 101ثابت كنيد هرگاه از مجموعه        . 43-5مثال 
. مي كند  صحيح انتخاب شود، آنگاه دو عدد صحيح وجود دارد كه يكي ديگري را عاد        

  y و  k≥0 كه     x=2ky، مي توانيم بنويسيم    S متعلق به   xبراي هر عنصر   : اثبات
 عدد 101 و  T|=100|چون   .  مي باشد  T={1, 3, 5, 7, …, 199}متعلق به 

 وجود b=2ny و  a=2myصحيح انتخاب شده است، دو عدد صحيح مختلف به شكل       
.b|a و يا    a|bدارند كه يا    
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اصل لانه كبوتر   . 5-5

 بايد   S={1, 2, 3, …, 9}هر زير مجموعه شش عضوي از مجموعه          . 44-5مثال 
.   باشد10 عنصر با مجموع   2شامل  

{5} ,{6 ,4} ,{7 ,3} ,{8 ,2} ,{9 ,1}: لانه ها
.Sشش عضو از    : كبوترها   

اگر در درون اين مثلث       . AC=1 متساوي الاضلاع بوده و    ACEمثلث   . 45-5مثال 
.كمتر است   ½پنج نقطه اختيار شود، حداقل فاصله دو نقطه از      

1ناحيه   2ناحيه   3ناحيه   4ناحيه  
)ناحيه ها ( لانه 4
)نقاط( كبوتر   5
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اصل لانه كبوتر   . 5-5

 مجموعه اي از شش عدد صحيح مثبت باشد كه ماكزيمم         Sفرض كنيم     . 46-5مثال 
نشان دهيد كه مجموع همه عناصر در تمام زيرمجموعه هاي غير تهي                   .  است14آنها 

S   نمي توانند متمايز باشند .
 نشان داده        SA كه با     A، مجموع عناصر  S از   Aبراي هر زير مجموعه غير تهي         

:مي شود،از رابطه زير پيروي مي كند         
1≤ SA ≤ 9+10+11+12+13+14=69

تعداد لانه ها بيش از كبوتر ها          ( زير مجموعه غير تهي وجود دارد      63=1-26و 
).مي باشد  

:زير مجموعه هايي را در نظر مي گيريم كه كمتر از شش عنصر دارند                  
60=14+13+12+11+10=   تعداد لانه ها  
62=1-1-26=   تعداد كبوترها 
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اصل لانه كبوتر   . 5-5

ثابت كنيد عدد صحيح و      .  يك عدد صحيح مثبت و فرد باشد     mفرض كنيم كه        
. را عاد كند2n-1 عدد  m وجود دارد به طوري كه      nمثبتي مانند   

: عدد صحيح مثبت زير را در نظر مي گيريم           m+1. اثبات
21-1, 22-1, 23-1, … , 2m-1, 2m+1-1

  s, tطبق اصل لانه كبوتري و الگوريتم تقسيم، اعداد صحيح و مثبتي مانند          
≥1وجودارند به طوري كه     s ≤ t ≤ m+1   2 وs-1   2 وt-1      در تقسيم بر m  

) متعلق به اعداد طبيعي هستند   q1, q2:(  بنابراين. باقيمانده يكساني دارند  
2s-1=q1m+r, 2t-1=q2m+r, 
(2t-1)-(2s-1)=(q2m+r)-(q1m+r)=(q2-q1)m=2s(2t-s-1)

. n=t-sو  m|2t-s-1و لذا    gcd(m, 2s)=1 فرد است،      mو چون     
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
اصل لانه كبوتر   . 5-5

 دست تنيس وقت داريم و        40براي بازي حداكثر  )  روز  28( چهار هفته  . 48-5مثال 
ثابت كنيد اين بازيها هر طور         . در هر روز بايد حداقل يك دست بازي انجام شود       

 دست بازي انجام    15انجام شوند، چند روز متوالي وجود دارد كه در كل آنها دقيقا         
.شده است

≥ 1بازاء  i ≤  تعداد كل دست هايي باشد كه از روز شروع             xi فرض مي كنيم       28
بنابراين .اُم انجام شده باشد    iبازيها تا پايان روز         

  1 ≤x1<x2<…<x28 ≤40  , x1+15<…<x28+15 ≤55
 است، بنابراين دوتاي آنها            55 عدد صحيح چون ماكزيمم آنها برابر           56از   

بنابراين انديس هايي مانند      ).  اصل لانه كبوتري     (بايد يكسان باشند        
1 ≤j < i xi وجود دارند كه    28≥ = xj+15 .     بنابراين از روزj+1   تا پايان روز i  

. دست بازي انجام شده اشت   15دقيقا 
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس        . 5-6

u- و  u:معكوس جمع  
u/1 و  u: معكوس ضرب  

f:Aهرگاه  . 15-5تعريف    B      آنگاه گوييم كه ، f            باي ژكتيو يا تناظر يك به يك 
. يك به يك و پوشا باشد      fاست اگر   

. 50-5مثال 
|A|=|B|بايد 

1
2
3
4

w
x
y
z

A B
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس. 5-6

1A:Aتابع . 16-5تعريف  A 1 با تعريفA(a)=a  بازاء هر عنصر a متعلق به A  تابع هماني براي ،A 
. نام دارد

f,g:Aاگر . 17-5تعريف  B گوييم ،f و g مساويند و مي نويسيم f=g        اگر بازاء تمام اعضاء A داشته 
.f(a)=g(a)باشيم

f:Zفرض كنيم . 51-5مثال  Z,g:Z Q كه در آن براي هر عدد صحيح متعلق به Z  ،
f(x)=x=g(x) .  اماf≠g .! زيراf يك تابع تناظر يك به يك مي باشد، در حاليكه g   فقط يك به يك 

.است و پوشا نمي باشد
f,g:Rتوابع .52-5مثال  Z  را با تعاريف زير در نظر مي گيريم :

⎣ ⎦
⎡ ⎤ .= then R, allfor  ,=)( 

-  ,1
  ,

=)( gfxxxg
ZRxifx

Zxifx
xf ∈

⎩
⎨
⎧

∈+
∈
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس        . 5-6

f:Aاگر  . 18-5تعريف     B   و g:B C را با علامت   مركب ، تابعgof:A C  نشان 
. تعريف مي كنيم       g(f(a))=(a)(gof)، با فرمول a مانند Aداده و بازاء هر عنصر   

. 53-5مثال 
z=g(f(4)) ,))3(( ,))2(( ,)())1(()1)(( yfgxfgxagfgfg =====o

1
2
3
4

A
B

a
b
c

w
x
y
z

f
g
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس. 5-6

f,g:Rفرض كنيم . 54-5مثال  R  با تعاريف f(x)=x2 و g(x)=x+5  موجود 
 و بنابراين  fog(x)=f(x+5)=(x+5)2وليgof(x)=g(f(x))=g(x2)=x2+5دراينصورت .باشند

.تركيب توابع داراي خاصيت تعويض پذيري نمي باشد  

f:Aفرض كنيم . 5-5قضيه   B و g:B C:
. يك به يك استgof يك به يك باشند، آنگاه  g و fهرگاه ) آ(
. پوشا مي باشدgof پوشا باشند، آنگاه g و fهر گاه  ) ب(

A B C
f g

N. Razavi - DM course - 2006 42

رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس      .  5-6

f,g,h:Rفرض كنيم     .  55-5مثال     R      كه در آنها  :

: در اين صورت         

:   در نتيجه   
(hog)of = ho(gof)

5xh(x)  , 5xg(x) , xf(x) 22 +=+==

)))((()))(((2)5()5()(=))()(( 2222 xfghxfghxxhxhgxfgh ==++=+= oooo
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس        . 5-6

f:Aهرگاه  . 6-5قضيه   B   و g:B C  و h:C D آنگاه 
(hog)of = ho(gof)

A B C
f g

D
h

gf

hg

h(gf)

(hg)f
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس        . 5-6

f:Aاگر  .  19-5تعريف     A        تعريف مي كنيم ، f1=f      و بازاء هر عدد صحيح مثبت 
n:

fn+1=fo(fn)
)recursiveتعريف بازگشتي يا (

f:A و   A={1, 2, 3, 4}فرض كنيم       . 56-5مثال  A              را به صورت زير تعريف 
:مي كنيم   

f={(1, 2), (2, 2), (3, 1), (4, 3)}
f2= fof={(1, 2), (2, 2), (3, 2), (4, 1)},

f3= fof2= {(1, 2), (2, 2), (3, 2), (4, 2)}=fn, n≥3
}f4   و f5     را محاسبه كنيد .{
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس        . 5-6

f:Aاگر  .  21-5تعريف     B    آنگاه گوييم ،f است اگر تابعي مانند      معكوس پذير 
g:B A     چنان باشد كه gof=1A  و fog=1B. 

A B

f

g
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس. 5-6

f,g:Rفرض كنيم . 58-5مثال  R به صورت f(x)=2x+5 و g(x)= (1/2)(x-5)در اين  . باشند
صورت 

gof(x)=g(f(x))=g(2x+5)=(1/2)(2x+5-5)=x
و 

fog(x)=f(g(x))=f((1/2)(x-5))=2[(1/2)(x-5)]+5=x
. توابعي معكوس پذير مي باشندg و f و در نتيجه gof=1R و fog=1Rلذا  

f:Aهرگاه تابع . 7-5قضيه   B معكوس پذير بوده و تابع g:B A در fog=1B و gof=1A صدق 
. منحصر به فرد  مي باشدgكند، آنگاه اين تابع   

h:Bاگر : اثبات A نيز معكوس f  باشد، بنابراين foh=1B و hof=1A .  در نتيجه
h=ho1B=ho(fog)=(hof)og=1Aog=g . 

.) استفاده مي كنيمf براي نمايش معكوس   f-1 منحصر به فرد است، ما از نماد   fچون معكوس (
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس        . 5-6

f:Aتابع . 8-5قضيه   B           معكوس پذير است اگر و فقط اگر يك به يك و پوشا باشد .

f:Aهرگاه  . 9-5قضيه    B, g:B C    توابع معكوس پذيري باشند، آنگاه gof    نيز 
.1=f-1og-1-(gof)معكوس پذير است و      

چگونه معكوس يك تابع را محاسبه كنيم؟          
f:R. 60-5مثال  R={(x, y)|y=mx+b}  وm, b    اعداد حقيقي و m≠0.

)(1)()}.(1|),{(

}|),{(}|),{(}|),{(

1

-1

bx
m

xfbx
m

yyx

bmyxyxbmxyxybmxyyxf c

−=∴−==

+==+==+==

−
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تركيب توابع و توابع معكوس        . 5-6

f:Rفرض كنيم     . 61-5مثال  R+   و f(x)=ex . f        نمودار( يك به يك و پوشا ست  (

f:Aفرض كنيم      . 11-5قضيه   B      كه درآن A   و B     متناهي اند و |A|=|B| .      در اين
:صورت احكام زير هم ارزند      

. يك به يك است    f) آ(
. پوشاست f) ب(
. معكوس پذير است   f) ج(

.ln)(}.ln|),{(
}|),{(}|),{(}|),{(f

1

1-

xxfxyyx
exyxeyxyeyyx yxcx

=∴==

======
−
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
پيچيدگي محاسباتي       . 5-7

كدام بهتر است ؟    
. داريم معيارنياز به

پيچيدگي حافظه  يا  پيچيدگي زماني: معيار
. اندازه ورودي مي باشد  n كه    f(n)يك تابع مانند    

:يك الگوريتم را در سه حالت تحليل مي كنيم             
)معمولا استفاده نمي شود    ( بهترين حالت   -
)پيچيده مي باشد (  حالت متوسط    -
 بدترين حالت   -

problem                            algorithm 1
algorithm 2

M
algorithm k
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
پيچيدگي محاسباتي. 5-7

+f,g:Zفرض كنيم . 23-5تعريف  R .  گوييمg بر fيا  ( مسلط استf تحت تسلط g (  اگر يك ثابت
 وجود داشته باشند به طوريكه بازاء هر    k و يك ثابت صحيح مثبت مانند  mحقيقي و مثبت مانند 

n≥k: 
|f(n)|≤m|g(n)| 

Big-Oh Form                  Name)  نمايش مي دهيم  f=O(g)اين را به صورت  ( 
O(1)                                              constant
O(log2n)                                       Logarithmic
O(n)                                              Linear
O(nlog2n)                                     nlog2n
O(n2)                                            Quadratic
O(n3)                                            Cubic
O(nm),m=0,1,2,3,...                      Polynomial
O(cn),c>1                                      Exponential
O(n!)                                             Factorial
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
پيچيدگي محاسباتي       . 5-7

Order of Complexity

problem size n log2n n nlog2n n2 2n n!

2

16

64

1     2        2          4           4              2

4     16      64       256      6.5  104 2.1  1013

6      64     384     4096    1.84  1019 >1089

×

×

×

18 1019. × ≅ × ≅microseconds 2.14 10 days 5845 centuries8
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Summaries (m objects, n containers)

Objects     Containers      Some                             Number 
Are             Are           Containers                     of

Distinct     Distinct       May Be Empty              Distributions

Yes           Yes                Yes                        
Yes           Yes                No                         
Yes           No                 Yes
Yes           No                 No
No            Yes                Yes
No            Yes                No

Put one object in each container first.
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+

+++

1
111)(

1
),(

),()2,()1,(
),(!

n
m

nm
m

nm
nmn

m
mn
nmS

nmSmSmS
nmSn

n m

L
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رابطه ها و توابع.  5فصل 
تمرينات•

-27
18و  6 -
- 14
20و 18-
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاخواص رابطه :   ها رابطه بازنگري.7-1

 اي است از  زيرمجموعه  B به  A از رابطه    يك  مجموعه باشند،B و   Aاگر   . 1-7تعريف     
A*B   .هاي زيرمجموعه A*A    را روابط بر A مي ناميم  .

     تعريف      a≤b اگر    R   (a, b) يا    aRb را با   Z بر مجموعه    Rرابطه )  آ . ( 1-7مثال 
) .  نه C ولي بر     - نيز مي توان تعريف نمود        R يا   Qاين رابطه را بر      (   كنيم مي

 اعداد صحيح    ازاءبه.   باشد(+Z) متعلق به مجموعه اعداد صحيح مثبت n كنيم   فرض   )   ب (
x   و y   رابطه ، R   به پيمانه n   با xRy    اگر x-y     مضربي از n        مثلا .   باشد تعريف مي شود 

:  داريم  n=7بازاء 
9R2, -3R11, 4R0, 3R7
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برخورد دوم  :  هارابطه
 ها  خواص رابطه      :    ها   رابطه  بازنگري   .7-1

 هر عضو از        بازاء   است اگر     انعكاسي    A بر مجموعه      Rرابطه   . 2-7تعريف  
A      مانند x  ،(x, x)  در R  باشد  .

 است اگر و      انعكاسي     A بر   R رابطه    A={1, 2, 3, 4}براي     . 4-7مثال 
:فقط اگر     

  R2 نيست  ولي   انعكاسي     A بر   R1={(1, 1), (2, 2), (3, 3)}بنابراين      
.  مي باشد  انعكاسي      Aبر  

(4,4)}.(3,3),(2,2),{(1,1),R ⊇

 },x,|),{(=R 2 yxAyyx ≤∈
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برخورد دوم  :  هارابطه
 ها  خواص رابطه      :    ها   رابطه  بازنگري   .7-1

  و  A*A|=n2| باشد،      A|=n| با     متناهي   مجموعه   يك Aاگر  .  5-7مثال  
 مي باشند؟    انعكاسي    چند تا از اين روابط          .   وجود دارد    A     رابطه بر        درنتيجه  

 باشد بايد   انعكاسيA بر R رابطه  آنكه ، برايA={a1, a2, …, an}اگر  
 زوج مرتب n2-nبقيه    .    قراردهيم    R در i≤n≥1 در آن   كه   را(ai, ai)تمام   

 n با   A بر   منعكس     باشند و يا نباشند، در نتيجه تعداد روابط                     Rمي توانند در       
: عنصر برابر است با        

2

2n

nn −2

2
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاخواص رابطه :   ها رابطه بازنگري.7-1

:A متعلق به   y و   x هر     بازاء ناميم اگر  متقارن  را A بر مجموعه   Rرابطه  . 3-7تعريف     

:  داريم A={1, 2, 3} بازاء .6-7مثال 
.  نيست    انعكاسي، متقارن است ولي   R1={(1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1)}) آ ( 
.  است ولي متقارن نيست    انعكاسي، R2={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (2, 3)})   ب (
 و R3={(1, 1), (2, 2), (3, 3)})   پ (
  R4={={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (2,3), (3, 2)}           هر دو بر A  انعكاسي هم  

.و هم متقارن مي باشند  
.  و نه متقارن است    انعكاسي  ، نه  R5={(1,1), (2, 3), (3, 3)}) ت (

AyxRxyRyx ∈∈⇒∈ , allfor   ,),(),(
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاخواص رابطه :   ها رابطه بازنگري.7-1

 را به صورت         A={a1, a2, …, an}    ، A*Aبراي شمارش روابط متقارن بر    
 در آن    كهمي نويسيم  

A1={(ai, ai)|1≤i ≤n}, A2={(ai, aj)| 1 ≤i, j ≤n, i≠j}  
|A2|=|A*A|-|A1|=n2-n=n(n-1)

   است{(aj,ai),(ai,aj)} شكل  به Sij زير مجموعه   (n2-n)(1/2) شامل  A2مجموعه  
.i<j ≤n≥ 1 در آن   كه

  : Aبنابراين، تعداد روابط متقارن بر     

  : A و متقارن بر      انعكاسيو هم چنين تعداد روابط  

21 AA ∪

))(2/1(

))(2/1())(2/1(

2

22

2

22.2
nn

nnnnn

−

+− =
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاخواص رابطه :   ها رابطه بازنگري.7-1

 هر سه     ازاء مي ناميم اگر به متعدي  راA بر    R، رابطه  A مجموعه  ازاءبه. 4-7تعريف     
:  داشته باشيم  x, y, z مانند Aعضو از  

 مي باشد   متعدي  و  انعكاسي  ، a|b اگر    aRb به صورت     كه +Z بر     Rرابطه   . 8-7مثال 
)  خير2 با  6 رابطه دارد ولي 6 با  2. (  اما متقارن نيست  

.    كنيم ، تعريف مي    ab≥0 اگر   aRb به صورت   Z را بر مجموعه    Rرابطه   . 9-7مثال 
  7- با   3 اما 0R-7و  3R0. (  نمي باشد  متعدي و متقارن است ولي   انعكاسيRبنابراين،  

.) رابطه ندارد 
. وجود ندارد  متناهي مجموعه يك   بر  متعدي روابط  كل براي تعداد    كليفرمول  : نكته

AzyxRzxRzyRyx ∈∈⇒∈∈ ,, allfor    ,),(),(,),(
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برخورد دوم  :  هارابطه
 ها  خواص رابطه      :    ها   رابطه  بازنگري   .7-1

  است اگر    پادمتقارن    R.    باشد  A رابطه بر     يكR كنيم     فرض . 5-7تعريف  
:a, b مانند     A از    دوعضو   هر  بازاء  

   باشد،   B زير مجموعه     Aاگر  ،   ARB: رابطه زير مجموعه بودن      . 11-7مثال 
. مي باشد ولي متقارن  نيست       متعدي     متقارن  و   پاد  ،انعكاسي     

 آنگاه    R={(1,2), (2, 1), (2, 3)} و  A={1, 2, 3}اگر  .  12-7مثال 
R        متقارن، ولي    پاد    نه متقارن است و نه R1={(1, 1), (2, 2)}       هم متقارن 

)تعداد اين نوع روابط چيست؟              .(  متقارن  پاد   مي باشد و هم    

AbabaRabRba ∈=⇒∈∈ , allfor    ,),(,),(
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاخواص رابطه :   ها رابطه بازنگري.7-1

 را به صورت         A={a1, a2, …, an}   ، A*Aبراي شمارش روابط پادمتقارن بر       
 در آن    كهمي نويسيم  

A1={(ai, ai)|1≤i ≤n}, A2={(ai, aj)| 1 ≤i, j ≤n, i≠j}  
|A2|=|A*A|-|A1|=n2-n=n(n-1)

   است{(aj,ai),(ai,aj)} شكل  به Sij زير مجموعه   (n2-n)(1/2) شامل  A2مجموعه  
  انتخاب:   داريم  هاسه انتخاب براي اين نوع از زير مجموعه    . i<j ≤n≥ 1 در آن    كه

: ؛ بنابراين  كدام  از دوتا و يا هيچ  يكي 

  : A متقارن بر     پادبنابراين، تعداد روابط 

  : A و پادمتقارن بر      انعكاسيو هم چنين تعداد روابط  

21 AA ∪

))(2/1(

))(2/1(

2

2

3

3.2
nn

nnn

−

−
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاخواص رابطه :   ها رابطه بازنگري.7-1

  R است اگر     جزئيترتيب رابطه  يك  A بر مجموعه   Rگوييم رابطه     . 6-7تعريف     
  bRa و يا  A ،aRb متعلق به    a, bاگر براي هر     . (    باشد متعدي، پادمتقارن و انعكاسي

مانند روابط. ) .   گوييم   ترتيب تام رابطه  يك   راRدر اين صورت   
.  مي باشد  جزئي  رابطه ترتيب     +Z بر     كردن رابطه عاد. 15-7مثال 

. متعدي، متقارن و انعكاسي رابطه اي است A بر    R  رابطه هم ارزي   . 7-7تعريف     
) n به پيمانه    نهشتي هم    (a mod n=b mod n اگر   aRbرابطه  : مثال
. رابطه هم ارزي مي باشد    يك  و هم    جزئي  رابطه ترتيب      يك  هم  تساويرابطه :  نكته

K,,,, ⊇⊆≥≤
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار  هاي و گراف  يك- صفر  هاي ماتريس  . 7-2

 رابطه اي از R2 و B به Aرابطه اي از  R1 مجموعه بوده و  Cو  A  ،Bاگر   . 7-8تعريف     
B   به C    تركيب      باشد، آنگاه رابطه R1oR2   رابطه ايست از A   به C به صورت زير       كه 

:تعريف مي شود     

)  توابع نوشته مي شود     عكس تركيب   دو رابطه در جهت    تركيب  :توجه( 
:  كنيم فرض   . 17-7مثال 

A={1, 2, 3, 4}, B={w, x, y, z}, C={5, 6, 7}
:  را به صورت زير در نظر مي گيريم         C به   B از R2 و رابطه   B به  A از R1رابطه  

R1={(1, x), (2, x), (3, y), (3, z)},  R2={(w, 5), (x, 6)}, R3={(w, 5), (w, 6)}
: در اين صورت   

R1oR2={(1, 6), (2, 6)},   R1oR3=Ø

}),(,),(|),{( 2121 RzyRyxzxoRR ∈∈=
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار  هاي و گراف  يك- صفر  هاي ماتريس  . 7-2

  B  ،R2 به   A رابطه اي از R1 مجموعه بوده و    D و ِ  A, B, C كنيم   فرض   . 1-7قضيه  
: در اين صورت.   باشدD به   C رابطه اي از R3 و   C به   Bرابطه اي از 

R1o(R2oR3)=(R1oR2)oR3=R1oR2oR3

 را به طور بازگشتي تعريف      R ، توانهاي   A بر    R و رابطه  A مجموعه  بازاء.9-7تعريف     
:  كنيم مي

؛R1=R)   آ ( 
) +Z متعلق به   nبازاء   (Rn+1=RoRn)   ب (

 ، آنگاه       R={(1, 2),(1, 3),(2, 4),(3, 2)} و   A={1, 2, 3, 4}اگر   . 19-7مثال 
R2={(1, 4),(1, 2), (3, 4)}, R3={(1, 4)}, Rn=Ø for n≥4
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار    هاي    و گراف يك- صفر   هاي   ماتريس. 7-2

) 1  + 1 = 1   بولين    با استفاده از عمليات         (  يك  –ماتريس صفر  . 10-7تعريف  

. مي باشد )يك-صفر (3*4 ماتريس  يكEماتريس .7-20مثال 

e11=1 و e23=0 وe31=1    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0001
1010
1001

 E
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار    هاي    و گراف يك- صفر   هاي   ماتريس. 7-2

: كنيم فرض .  21-7مثال  
A={1, 2, 3, 4}, B={w, x, y, z}, C={5, 6, 7}

:  را به صورت زير در نظر مي گيريم         C به  B از  R2 و رابطه      B به  A از  R1رابطه    
R1={(1, x), (2, x), (3, y), (3, z)},  R2={(w, 5), (x, 6)}, 

  : در اين صورت  
M M

w
x
y
z

w x y z

M M M

( ) , ( )

( ) ( ) (

R R

                                         5 6 7

R R R

1 2

1 2

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⋅ =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

=

1
2
3
4

0 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

0 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

0 1 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

1 2 )Ro

 رابطه   تريس ما
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار هاي و گراف يك - صفر هايماتريس. 7-2

 باشد، در R ماتريس رابطه M(R)اگر .  باشدA رابطه اي بر R و A|=n| مجموعه اي با A كنيم فرض
:اين صورت  

؛R=Ø، اگر و فقط اگر ) صفر درايه هاي ماتريس با تمام (M(R)=0) آ(
؛R=A*A، اگر و فقط اگر  ) درايه هاي يك ماتريس با تمام (M(R)=1) ب(
 . Z+ ،M(Rn)=[M(R)]n متعلق به n هر  ازائبه) پ(

 E درايه هاي   است هرگاه تمام F پيش از Eمي گوييم : (E≤F)تعريف حق تقدم . 11-7تعريف 
.  باشندF متناظر شان در  مساوي درايه هاي   يا كوچكتر

. 23-7مثال 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
1

1
0

0
1

= , 
1
1

0
0

0
1

= FE
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار    هاي    و گراف يك- صفر   هاي   ماتريس. 7-2

  n*n ماتريس    In=(δij)n*n   ، In و   +Z متعلق به    nبراي هر   :ماتريس واحد .  12-7تعريف     
:    كهاست ) يك -صفر(

  Aترانهاده .  باشد1-0 ماتريس يك  A=(aij)m*n كنيم   فرض   :  ترانهاده. 13-7تعريف     
*a) نوشته مي شود، ماتريس    Atr به صورت   كه

ij)n*m  1 هر   بازاء  در آن   كهاست ≤i 
≤m   1 و ≤j ≤n داشته باشيم  :a*

ij=aij .
.  24-7مثال 

⎩
⎨
⎧

≠
=

ji
ji

 if,0
= if,1

ijδ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
1

0
0

1
0

 ,
11
00
10

= trAA
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار  هاي   و گراف   يك- صفر  هاي  ماتريس  . 7-2

اگر   . باشدA رابطه اي بر    R و   A|=n| مجموعه اي با  A كنيم   فرض   . 2-7قضيه 
M(R)   ماتريس رابطه R باشد، در اين صورت 
. In≤M است اگر و فقط اگر        انعكاسي R)   آ ( 
. M=Mtr متقارن است اگر و فقط اگر      R)   ب (
. M.M=M2≤M است اگر و فقط اگر        متعديR)   پ (
 تعريف      min با    اشتراك  . ( M∩Mtr≤In متقارن است اگر و فقط اگر         پادR)   ت (

) 1=1∩1 ,0=0∩1=1∩0=0∩0مي شود   
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار    هاي    و گراف يك- صفر   هاي   ماتريس. 7-2

R∋(y,z),(x,y)اگر  .   M2≤M كنيم     فرض  .  2-7از قضيه     )  پ(اثبات    

 ماتريس رابطه اي       M بوده و       متعدي    R اگر    برعكس  .R  (x,z)∋بنابراين    
 در نظر مي  sxz=1 با   M2 از   (z) و ستون     (x) را در سطر      sxzباشد،    
 در   كه باشدy∈Aيك بايد حداقل        M2 در   1 مساوي  sxz بازاء      . گيريم

M  ،mxy=myz=1   .      كه     اين فقط وقتي رخ مي دهد xRy  و yRz   .  پس
. M2≤Mبنابراين       .  xRz كه     نتيجه مي شود     R بودن     متعدي   از

Mxzyzxy ≤
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

M

LL

M

M

LL

M

M

LL

M

111
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار    هاي    و گراف يك- صفر   هاي   ماتريس. 7-2

G=(V, E)گرافهاي جهت دار         . 14-7تعريف  
.25-7مثال 

.  جهت ندارند       ها  لبه  : گراف بدون جهت  

1 2

4 3 5
(isolated)رأس تنها   

a loop V={1,2,3,4,5}
E={(1,1),(1,2),(1,4),(3,2)}

. است2 به رأس    مجاور 1
. است1 از رأس   مجاور 2
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار  هاي   و گراف   يك- صفر  هاي  ماتريس  . 7-2

 كنيد كه  ايجاد G=(V,E) گراف جهت دار     يك  با توجه به برنامه زير     . 26-7مثال 
  sj بايد قبل از si مي باشد اگر     E در (si, sj) و   V={s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7,s8}درآن  

.انجام شود
(s2) c :=b+2;
(s3) a :=1;
(s4) d :=a*b+5;
(s5) e :=d-1;
(s6) f :=7;
(s7) e :=c+d;
(s8) g :=b*f;

s3 s1 s6

s4 s2 s8

s5 s7

precedence graph

 واحد زماني 8:  پردازنده1
 واحد زماني 4:  پردازنده2
 واحد زماني 3:  پردازنده 3

(s1) b := 2;
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار  هاي   و گراف   يك- صفر  هاي  ماتريس  . 7-2

. 27-7مثال   
A={1, 2, 3, 4}, R={(1,1),(1,2),(2,3),(3,2),(3,3),(3,4),(4,2)}

.  مسير جهت دار وجود دارد  يك بين هر دو رأس   :گراف همبند قوي  .  15-7تعريف     
).  وجود ندارد1 به  3مسير جهت داري از  (گراف بالا همبند قوي نمي باشد   

نمايش گراف  
 جهت دار

گراف بدون جهت 
مربوطه 

1

3
4

1

3
4

2 2  بين هر دو راس): متصل(گراف همبند  
.  وجود داردمسير يك

.  مجاز نمي باشد    تكراري رأس:مسير
رأس شروع  ( مسير بسته  يك):چرخه(دور

) هستند يكسانو پايان

حلقه
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار  هاي   و گراف   يك- صفر  هاي  ماتريس  . 7-2

 هامولفه. 28-7مثال 

.  يال وجود دارد     يكبين هر دو رأس     :  ) تام( كامل  گراف.29-7مثال 

1 2

3 دو مولفه اي   4

1 2

3 4
 مولفه  يك

K1 K2 K3 K4
K5
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار    هاي    و گراف يك- صفر   هاي   ماتريس. 7-2

 است اگر و     انعكاسي   R باشد،  A متناهي  رابطه روي مجموعه يك  Rاگر    . 30-7مثال 
. فقط اگر گراف جهت دار آن در هر رأس شامل حلقه باشد       

 است اگر و      متقارن  R باشد،    A متناهي   رابطه روي مجموعه  يك  Rاگر   . 31-7مثال 
. بدون جهت باشد    هاي و يال    هافقط اگر گراف جهت دار آن فقط شامل حلقه       

 است اگر و      متعدي R باشد،   A متناهي   رابطه روي مجموعه  يك  Rاگر   . 31-7مثال 
.  نيز موجود باشد  (x, y) باشد، يال    y به   xفقط اگر در گراف جهت دار آن مسيري از      

 است اگر   متقارنپاد R باشد،  A متناهي   رابطه روي مجموعه يك  Rاگر   . 31-7مثال 
.  يال  بدون جهتي وجود نداشته نباشد    هاو فقط اگر در گراف جهت دار غير از حلقه      

directed graphs                       relations

adjacency matrices                 relation matrices
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برخورد دوم  :  هارابطه
 جهت دار    هاي    و گراف يك- صفر   هاي   ماتريس. 7-2

 مي باشد اگر  هم ارزي    A متناهي     مجموعه   يك  رابطه بر   يك.33-7مثال 
 در   كه    باشد   كامل  گراف   اش يك  و فقط اگر گراف بدون جهت مربوطه          

   فهاي كامل كه     هر رأس شامل حلقه باشد، يا از اجتماع از هم جدايي از گرا                       
.  شده باشد     تشكيلدر هر رأس داراي حلقه باشند          

١ ٢

٣ ۴

۵

١ ٢

٣

۴ ۵

R1 R2
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

   مرتب جزئي   مجموعه يك   را(A, R)زوج .   باشد A رابطه بر      يك R كنيم    فرض   
. باشد ) 7-6تعريف      (  جزئي  رابطه ترتيب      يك  A بر    Rمي ناميم اگر رابطه     )   posetجم   (

  Rرابطه  .  باشد  يك دانشكده  مجموعه دروس ارائه شده درA كنيم   فرض   . 34-7مثال 
 پيش نياز  x باشند و يا     يكساني  درس y و x اگر     كنيم  تعريف مي     xRy بوسيله Aرا بر   

yدر اين صورت   .   باشدR مجموعه A كند  تبديل مي    جزئي  مجموعه مرتب    يك   را به .

natural counting: N
x+5=2                : Z
2x+3=4              : Q
x2-2=0                : R
x2+1=0               : C

حل
 در 

شتر
ن بي

توا
لات

عا د
 م

 اي
مله

د ج
 چن

: چيزی را از دست می دهيم C به Rضمن عبور از 

.Cعناصر در ” مرتب سازی“توانايي 
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

PERT  (Performance Evaluation and Review Technique) شبكه  .36-7مثال 

CPM :
 محاسبه مي شود  كار هر زمان شروع تريندير و زودترين زمان شروع 

.  هستندبحراني زودترين زمان شروع و ديرترين زمان شروعشان برابر است    كارهايي كه 
.  مي دهند تشكيل رامسير بحراني بحراني  كارهاي تمام

J1 J6

J3

J2
J5

J4

J7
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

not partial ordernot partial order
1 2

1

2

3

: با فرض متعدي بودن    متقارن نيست  پاد
متقارن نيست   پاد
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

.  37-7مثال 

1

2 3

4

a partial
order 1

2 3

4

 مربوطه   هاسة نمودار

اتصالات    .از پايين به بالا خوانده مي شود
 و)   هاحلقه (  انعكاسيمربوط به خواص

.  بودن نمايش داده نمي شوند  متعدي  

www.txt.ir
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

.38-7مثال 
{1,2,3}

{1,2}        {1,3}        {2,3}

{1}           {2}           {3}

φ
رابطه زير مجموعه بودن      كردنرابطه عاد   

1

2

4

8

2 3 5 7
2 3 5 7 11

6

12
385

35

  رابطه 
تساوي

 كردنرابطه عاد   
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

  ترتيب تام  A باشد، گوييم      جزئي  مجموعه مرتب    يك  (A, R)اگر    . 16-7تعريف    
 رابطه    يك  Rدر اين صورت  .yRx يا   xRy داشته باشيم    x,y∈A هر     بازاءاست اگر 

. ترتيب تام مي باشد     

   جزئي ترتيب    C ترتيب تام هستند ولي براي        R و   N   ، Z  ،Q  براي   ≤ و  ≥براي مثال  
.هستند
.  ترتيب تام است     A={1, 2, 4, 8} براي   كردن در اسلايد قبل فقط رابطه عاد    . مثال

. را به طريقي ليست نمود      جزئي  مجموعه مرتب    يك  آيا مي توان عناصر    :  سوال
 مجموعه ترتيب تام يك مرتب سازي براي
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

 جزئي مجموعه مرتب توپولوژيكي يك    مرتب سازي

 طوريكه  به  كنيم  اجرا  يك به  يكچگونه فعاليتها را
 نقض نشود؟ٍ   جزئي ترتيب   

BEACGFD, EBACFGD: براي مثال
A

C

B E

G F D

 هاسه نمودار
  تعداي براي

فعاليت  
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

) تعميم خطي    (    توپولوژيكيدنباله مرتب سازي   

a b

c d

a^bc^d: 2 jumps

a^bd^c: 2 jumps

b^ac^d: 2 jumps

b^a^d^c: 3 jumps

bd^ ac: 1 jumps

 تعميم خطي    يك يافتن
 ممكن  با حداقل پرشهاي 

NP-Complete
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسه    نمودارهاي      :  هاي جرئي    ترتيب. 7-3

 باشد، آنگاه        جزئي  مجموعه مرتب   يك (A, R) اگر   .17-7تعريف  
 ،    a∈A هر     بازاء     ناميم اگر     A    ماكزيمال   عنصر   يك  را x∈Aعنصر   

a≠x⇒xRa ) x                عنصر     ).   به غير از خودش با هيچ عنصري در رابطه نباشد
y∈A مينيمال      عنصر  يك    A   هر    بازاء    است اگر b∈A و b≠y  ،bRy 

) .  عنصري غير از خودش با آن رابطه نداشته باشد                  هيج  ( 

   و ماكزيمال بدون عنصر    جزئي  مجموعه مرتب   يك(≥ ,Z)  . 42-7مثال    
 صفر و   مينيمال با عنصر   جزئي  مجموعه مرتب    يك(≥ ,N)و . است  مينيمال   

. است    ماكزيمال  بدون عنصر  
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

.43-7مثال  

11

{1,2}        {1,3}        {2,3}

{1}           {2}           {3}

φ
1 min

2

4

8 max

2 3 5 7
2 3 5 7

6

12 385

35

{1,2,3}max

min

max and min

min

max

unique max and min
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

 باشد، آنگاه    متناهيA بوده و    جزئي  مجموعه مرتب    يك  (A, R)هرگاه    .  3-7قضيه    
A   دارد  مينيمال و هم عنصر      ماكزيمال هم عنصر .

) اثبات؟ (

   يك و يا هر بار      ماكزيمال  عنصر   يك هر بار    توپولوژيكيدر الگوريتم مرتب سازي   
.  مي يابيم    مينيمالعنصر 
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:  هاي جرئيترتيب. 7-3

 كوچكترين  راA x∋ باشد، آنگاه عنصر جزئي مجموعه مرتب يك(A, R)هرگاه  . 18-7تعريف 
� yعنصر  . A a ،xRa∋ هر بازاء  عنصر مي ناميم اگر A هر  بازاءعنصر مي گوييم اگربزرگترين   را  a 

� A ،aRy .
.  رابطه زيرمجموعه باشدR و  U={1,2,3} كنيم  فرض.44-7مثال 

 عنصر و  كوچكترين را به عنوانØ مجموعه (A,R) جزئي  ، مجموعه مرتبA=P(U) بازاء    )آ(
. را به عنوان بزرگترين عنصر داردUمجموعه 

 (⊇ ,B) جزئي مجموعه مرتب.  باشدU غير تهي  هاي مجموعه تمام زيرمجموعهB كنيم فرض) ب(
 خواهيم  مينيمال عنصر نداريم ولي سه عنصر   كوچكتريندر اينجا  .  مي باشدUداراي بزرگترين عنصر  

.داشت
 جزئي در اين صورت مجموعه مرتب   .  باشد U سره  هاي مجموعه تمام زيرمجموعهC كنيم فرض) پ(

(C, ⊆)عنصر مي باشد و بزرگترين عنصر وجود ندارد، اما سه  كوچكترين داراي مجموعه تهي به عنوان 
.  خواهيم داشت ماكزيمالعنصر
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:  هاي جرئيترتيب. 7-3

عنصر باشد، اين عنصر ) كوچكترين (  داراي بزرگترين (A, R) مرتب  جزئيهرگاه مجموعه. 4-7قضيه 
.  استفردمنحصر به 

 R هر دو در (y,x) و (x,y)در اين صورت  .  و هر دو بزرگترين عنصر باشند x,y∈A كنيم فرض. اثبات
.  مي باشد شكل عنصر به همين درمورد كوچكتريناثبات. x=y پادمتقارن است  Rهستند و چون 

عنصر  . B⊆A كه  مرتب باشد به طوري جزئي مجموعه يك(A, R) كنيم  فرض.19-7تعريف 
x∈A پايينيكران  را  Bهر  بازاء  مي گوييم اگر b∈B ، xRb . به همين نحو عنصرy∈Aكران   را 
. b∈B ،bRy هر  بازاء   گوييم اگرB بالايي
  بازاء هركران     بوده وB پاييني    كران گوييم اگرB (glb)  پاييني كرانبزرگترين   راx’∈Aعنصر 

. ’x”Rx داشته باشيم ”x مانند Bپاييني ديگر   
 بوده و  B گوييم اگر كران بالايي B (lub) كوچكترين كران بالايي  را y’∈Aبه همين نحو، عنصر 

. ”y’Ry داشته باشيم ”y مانند Bبازاء هركران بالايي ديگر    
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:  هاي جرئيترتيب. 7-3

هرگاه .   باشدA رابطه زير مجموعه بر  R و A=P(U) و U={1,2,3,4} كنيم  فرض.46-7مثال 
B={{1},{2},{1,2}} كرانهاي   همه{1,2,3,4} و {4,,1,2}،{1,2,3}، {1,2} باشد، آنگاه  

 B پاييني    كران بزرگترين  كهدر حالي .  بالايي است   كوچكترين كران{1,2} مي باشند ولي Bبالايي 
. نيستB در  كه استØمساوي 

.  باشد(A, R) مرتب  جزئي در مجموعه”  مساوي  ياكوچكتر” رابطهR كنيم فرض. 47-7مثال 
  يك برابرlub صفر و مساوي glb داراي B، آنگاه B=[0, 1] و A=R(real numbers)هرگاه  ) آ(

∋ 0,1 كنيد كه توجه. است  B.   بازاء C=(0, 1] ، C داراي glb برابر صفر و lub مي باشد، و 1 برابر 
1 ∈ C اما صفر متعلق به C نمي باشد  .

∋ B={q و A=Rاگر ) ب( Q| q2 < 2} در اين صورت ،B داراي lub و 2√ مساوي glbبرابر  
- .  نيستند Bو هيچ يك از اين اعداد حقيقي در   .  است2√

. lub دارد و نه glb نه Bدر اينجا   . باشد) ب( همانند قسمت B و A=Qحال فرض مي كنيم كه ) پ(
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاسهنمودارهاي:   هاي جرئيترتيب    . 7-3

  B ، آنگاه       B⊆A مرتب بوده و        جزئي  مجموعه  يك (A, R) هرگاه   .5-7قضيه    
.  داردglb  (lub)حداكثر يك   

   ناميم اگر   (lattice)  شبكه   يك   را(A, R) مرتب     جزئي مجموعه.  20-7تعريف 
. موجود باشند A هر دو در   glb{x, y} و   lub{x, y} ، عناصر    x,y∈A هر   بازاء

در اين  .   كنيم  تعريف مي   x≤y را با  x,y∈N  ،xRy  و A=N بازاء . 48-7مثال 
  بنابراين           و glb{x, y}=min{x, y} و  lub{x, y}=max{x, y}صورت  
(N, ≤)  مي باشد  يك شبكه  .
  و        S,T⊆U، هرگاه    )  آ (44-7 مرتب مثال     جزئي  مجموعه  بازاء . 49-7مثال 

glb{S, T}=S∩T  و lub{S, T}=S∪T     آنگاه ،(P(U), ⊆)  است  يك شبكه  .
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاروابط هم ارزي و افراز   . 7-4

 هر    بازاءهمچنين .  داده شده اند   I و مجموعه انديس گذار   A مجموعه .21-7تعريف 
i∈I  ،Ø≠Ai⊆A   .     در اين صورت{Ai}i∈I  افراز   يك  A   است اگر 

و i∈I و  A=∪Ai) آ ( 
. i≠j  ،Ai∩Aj=Øكه   I,j∈I هر     بازاء  ) ب (

.  افراز مي ناميم   بلوك   يا سلول     يك  راAiهر زير مجموعه    
: مي باشد A افراز   يك  زير  هرمورد، آنگاه   A={1, 2, 3, …, 10} اگر   .51-7مثال  

. A1={1, 2, 3, 4, 5}, A2={6, 7, 8, 9, 10})   آ ( 
. A1={1, 2, 3}, A2={4, 6, 7, 9}, A3={5, 8, 10})   ب (
. Ai={i, i+5}, 1≤i≤5)   پ (
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برخورد دوم  :  هارابطه
 ها روابط هم ارزي و افراز  . 7-4

رده هم  ، x∈A هر  بازاء . باشدA رابطه هم ارزي بر مجموعه  يكR كنيم فرض. 22-7تعريف 
. تعريف مي شود{y∈A|yRx}=[x] نشان داده شده و بوسيله  [x] با x)  هم ارزيكلاس (ارزي 

:براي  اين رابطه هم ارزي داريم  .  كنيم تعريف مي(x-y)|4 اگر xRy با Z را بر R رابطه .53-7مثال 
[0]={…, -8, -4, 0, 4, 8, 12, …}={4k|k∈Z}

[1]={…, -7, -3, 1, 5, 9, 13, …}={4k+1|k∈Z}
[2]={…, -6, -2, 2, 6, 10, 14, …}= {4k+2|k∈Z}
[3]={…, -5, -1, 3, 7, 11, 15, …}={4k+3|k∈Z},

.  مي باشد Z افراز  يك{[3] ,[2] ,[1] ,[0]}
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برخورد دوم  :  هارابطه
 هاروابط هم ارزي و افراز   . 7-4

   يك Rبنابراين   .  a2=b2 اگر    a, b∈Z   ، aRb براي هر      كنيم  فرض   .54-7مثال  
 چه مي توان گفت؟  Zراجع به افراز نظير       ) .  چرا؟(رابطه هم ارزي مي باشد   

:  و بنابراين    n∈Z+   ، [n]=[-n]={n, -n} هر     كلي بازاءبه طور

، آنگاه    x,y∈A بوده و    A رابطه هم ارزي بر مجموعه      يك Rهرگاه      .6-7قضيه    
؛x∈[x])   آ ( 
؛ و[y]=[x] اگر و فقط اگر       xRy)   ب (
. Ø=[y]∩[x] يا   [y]=[x])   پ (

.][=Z
0=
U
∞

n

n
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برخورد دوم  :  هارابطه
 ها روابط هم ارزي و افراز  . 7-4

 A={1,2}∪{3} ∪{4, 5, 7} افراز A={1, 2, 3, …, 7} بر Rاگر رابطه هم ارزي . 58-7مثال 
 چيست؟R ،  كند را ايجاد   {6}∪

R=({1,2}*{1,2}) ∪({3}*{3}) ∪({4, 5, 7}*{4, 5, 7}) ∪({6}*{6}), 
|R|=22+12+32+12=15.

 مجموعه باشد، آنگاه  يكAهرگاه . 7-7قضيه 
، و  كند را ايجاد مي  A افراز بر يكA بر Rهر رابطه هم ارزي مانند ) آ(
.  دهدمی را به دست A بر R رابطه هم ارزي مانند  يكAهر افراز ) ب(

و مجموعه A بين مجموعه روابط هم ارزي بر   يك به يك تناظر يكA هر مجموعه  بازاء   .8-7قضيه 
.  وجود داردAافرازهاي  
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برخورد دوم  :  هارابطه
 ها  روابط هم ارزي و افراز         . 7-4

 هم ارزي  A، چند رابطه بر A={1, 2, 3, 4, 5, 6}اگر ) آ. (59-7مثال 
. اند  

 ميان روابط هم ارزي و افرازها           يك  به   يك تناظر 

.  كنند   صدق مي    [4]∋1,2چند رابطه هم ارزي در          
 افراز هستند و        يك در4و 2و 1

203),6(
6

1
=∴∑

=i
iS

.15),4(
4

1=
=∴∑

i
iS
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روابط بازگشتي

a0

a1

a2

an
an-1

a0=0
a1=2
a2=6
a3=12
a4=20

M
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روابط بازگشتي
اول - رابطه بازگشتي خطي همگن مرتبه           10-1•

تصاعد هندسي
:  يك تصاعد هندسي باشد، آنگاه     ...    و  a0  ،a1  ،a2اگر   

an+1به عنوان مثال         = 3an   و an ≥  يك رابطه بازگشتي خطي             0
.  اول مي باشد     -همگن مرتبه
an+1  تصاعد رياضي     = an .غير همگن مي باشد      3 +

r
a

a
a
a

a
a

a
a

n

n ====== + LL 1

2

3

1

2

0

1
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روابط بازگشتي
اول - رابطه بازگشتي خطي همگن مرتبه           10-1•

an+1دنباله هاي بسياري وجود دارند كه در                   = 3an     صدق 
...   .   و  189،   63، 21، 7يا  ...    و  135، 45، 5، 5مثلاً  .  مي كنند   

براي تعيين يك دنباله مشخص بايد يكي از جملات دنباله را                      
) شرط اوليه ، شرط مرزي. ( بدانيم   

.مي باشد  .. .  ، 45،  15،  5بيانگر دنباله     
a0 و  an+1 = danراه حل عمومي رابطه بازگشتي                   = A   منحصر
:بفرد و به صورت زير مي باشد        

a a n an n+ = ≥ =1 03 0 5, ,

0, ≥= nAda n
n
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روابط بازگشتي
اول  - رابطه بازگشتي خطي همگن مرتبه         10-1•

 درصد سود سالانه به صورت ماهيانه پرداخت مي                  6يك بانك      .   2  –  10مثال    
 دلار پس انداز كند، اندوخته           1000اگر شخصي در روز اول ماه مي               .   كند

اين شخص پس از يك سال چه مقدار خواهد بود؟                     
:اُم باشد، آنگاه      nميزان اندوخته در پايان ماه             pnاگر       

  pn+1=pn+(6%/12)pn=1.005pn و     p0 = 1000
p12بنابراين   =$1000(1.005)12=$1061.68 

غيرخطي    يك رابطه بازگشتي       
a0 به شرطي كه       a12محاسبه مقدار      .    3  –  10  مثال  a2و   2 =

n+1 = a2
n
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روابط بازگشتي
اول - رابطه بازگشتي خطي همگن مرتبه           10-1•

رابطه بازگشتي خطي مرتبه اول غيرهمگن      
پيچيدگي الگوريتم مرتب سازي حبابي          .   4 –  10مثال  

an=an-1+(n-1), n>1, a1=0, 
an  =        تعداد مقايسه ها براي مرتب سازيnعدد 

an- an-1= n-1
an-1- an-2= n-2
an-2- an-3= n-3

M
a2- a1= 1+

an =1+2+3+...+(n-1)=(n2-n)/2
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روابط بازگشتي
اول - رابطه بازگشتي خطي همگن مرتبه           10-1•

يافتن الگوي بازگشتي 
5a1=2  -10مثال  

a0=0

a2=6
a3=12
a4=20

M

a1- a0=2
a2 -a1=4
a3- a2=6
a4- a3=8

an- an-1=2n
M

+

an=n2+n
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روابط بازگشتي
اول - رابطه بازگشتي خطي همگن مرتبه           10-1•

ضرايب غير ثابت   
6  -10مثال  

.1
, 1 ,

0

1

=
≥⋅= −

a
nana nn
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روابط بازگشتي
رابطه بازگشتي خطي همگن مرتبه دوم با ضرايب ثابت            . 2  –  10•

:شكل كلي   
Cnan + Cn-1an-1 + Cn-2an-2 = 0

anبا قرار دادن   = crn    در رابطه فوق داريم  )c  و r    هر دو مخالف صفر :(
Cn crn + Cn-1 crn-1 + Cn-2 crn-2 = 0 

Cn r2 + Cn-1 r + Cn-2 = 0
. رابطه بازگشتي مي گوييم        معادله مشخصه معادله فوق را  

:سه حالت براي ريشه هاي معادله مشخصه        
اعداد حقيقي متمايز    ) 1
اعداد مختلط مزدوج) 2
ريشه مضاعف    ) 3

( , ):r r a c r c rn
n n

1 2 1 1 2 2 = +
( , ):r r a c r c rn

n n
1 2 1 1 2 2 = +

n
n rnccarr 12111 )( :),( +=
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روابط بازگشتي
.   8-10مثال  •

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

≥=+ −−

2
1

2,6

1

0

21

a
a

naaa nnn

r2 + r – 6 = 0 (r + 3)(r – 2) = 0 an = c12n + c2(-3)n

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+=

=−+=

232

132
1

2
1

11

0
2

0
10

cca

cca

⎩
⎨
⎧

=−
=+

232
1

21

21

cc
cc

⎩
⎨
⎧

=
=

0
1

2

1

c
c

an = 2n
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روابط بازگشتي
.   9-10مثال  •

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

≥+= ++

1
0

0,

1

0

12

F
F

nFFF nnn

r2 - r – 1 = 0
2

51,
2

51
21

−
=

+
= rr

nn

n ccF ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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=

2
51

2
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⎥
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⎢
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⎡
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⎠
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روابط بازگشتي
nبه ازاي . 10 –  10مثال  ≥ Sn داريم    0 = {1, 2, …, n} .  اگرan  بيانگر تعداد 

 را  an باشد به طوري كه شامل دو عدد متوالي نباشند، آنگاه        Sزيرمجموعه هاي   
.محاسبه نماييد   

Aاگر  ⊆ S و A در an شمرده شده باشد، در اين صورت دو امكان وجود 
:دارد

n) الف( ∉ A : در اين صورت(n – 1) ∉ A و A – {n} بايد در an-2 
به بيان ديگر، به ازاي تمام مجموعه هاي . (شمرده شده باشد

 را به آنها اضافه كنيم و مجموعه n مي توانيم an-2شمرده شده در 
) بشمريمanحاصل را در 

n) ب( ∈ A : در اين صورتA در an-1  نيز شمرده شده است.
: بنابراين داريم

an = an-1 + an-2 
a0با توجه به اين كه . كه همان سري فيبوناچي مي باشد a1و  1 = = 2 

⎥:بنابراين
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

++ 22

2
51

2
51

5
1

nn

na
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روابط بازگشتي
)   و يا حتي تعداد زياد(مراقب باشيد كه از روي تعداد كمي نمونه خاص 

نتيجه گيري نكنيد

تعدادي سكه را در رديف هايي قرار دهيد به طوري كه هر . ۱۴-۱۰مثال 
سكه در رديف بالاي رديف اول، با دوسكه در سطر زيرين خود در 

.تماس باشد

a1=1,a2=1,a3=2,a4=3,a5=5,a6=8,...   Is an=Fn?   NO

N. Razavi - DM course - 2006 14

روابط بازگشتي
تعميم به مرتبه هاي بالاتر   

15-10مثال 
2,1,0,0,22 210123+ ===≥−+= ++ aaanaaaa nnnn

N. Razavi - DM course - 2006 15

روابط بازگشتي
ريشه هاي مختلط  ) ب( حالت 

قضيه دموآور  

(cos sin ) cos sin , .

(cos sin )

(cos sin )

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

+ = + ≥

∈ ≠

+
+

+
+

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ = +

∴ = +

i n i n n

z x iy z

z x y x

x y
i y

x y
r i

z r n i n

n

n n

0

2 2
2 2 2 2

If = + C, 0,  then

 =
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روابط بازگشتي
ريشه هاي مختلط  ) ب( حالت 

( )

( )

( )

Ex.  10.17 
The C.E.  is  with roots 1 i.2

a a a n a a
r r

a c i c i c i

c i c n i n

c n i n

c c n i

n n n

n
n n

n

n
n

n

n

= − ≥ = =
− + = ±

∴ = + + − = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

+

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

+ +

− −2 2 1 2
2 2 0

1 1 2
4 4

2
4 4

2
4 4

2
4 4

2
4

1 2 0 1

1 2 1

2 1

2

1 2

( ), , , .

( ) ( ) cos sin

cos sin cos sin

cos sin

( ) cos (

π π

π π π π

π π

π

( )

c c n a a

c c c c i

a n n
n

n

1 2 0 1

2 1 2
4

1 2

1

2
4 4

−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= =

+ = − = −

= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

) sin . , ,

.

cos sin .

π

π π

 With 

we have  and  Therefore,  1
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روابط بازگشتي
ريشه هاي حقيقي مكرر  ) ج( حالت 
.19-10مثال  

 به شكل زير        m از چندي       rبه طور كلي جواب مرتبط با يك ريشه               
:مي باشد   

  

3,1 and 0  where,44 1012 ==≥−= ++ aanaaa nnn

nm
m rnAnAnAA )( 1

1
2

210
−

−++++ L
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روابط بازگشتي
 روابط بازگشتي غير همگن        10-3

anفرض مي كنيم كه        = an
(h) + an

(p) كه در آن an
(h)   جواب كلي مرتبط

anبا جواب همگن و         
(p)        در اين صورت       .    جواب غير همگن مي باشد

)(2211 nfaCaCaC nnnnnn =++ −−−−

),()(0)(

)()(

)()(

)(
22

)(
11

)(

)(
22

)(
11

)()(
2

)(
22

)(
1

)(
11

)()(

nfnfaCaCaC
aCaCaCaaC

aaCaaC

p
nn

p
nn

p
nn

h
nn

h
nn

h
nn

p
n

h
nn

p
n

h
nn

p
n

h
nn

=+=++

+++=+

++++

−−−−

−−−−−−−

−−−
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روابط بازگشتي
.22-10مثال  

:  بنابراين   

2 and 1  where),7(53 01 =≥=− − anaa n
nn

)3()( nh
n ca =

)7()( np
n Aa =

4
35),7(5)7(3)7( 1 ==− − AAA nnn

4
)7(5 1

)(
+

=
n

p
na

4
)7(5)3(

1+

+=
n

n
n ca

4
27-= ,20 ca =
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روابط بازگشتي
53)3,(2,1  .   23-10مثال  • 01 =≥=− − anaa n

nn

)3()( nh
n ca =

np
n Bna 3)( =

)3(53)1(33 1 nnn nBBn =−− −

5=)1-(- nBBn

5=B
n

n nca 3)5( +=

2,20 == ca
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روابط بازگشتي
برج هاي هانوي      .   24  -10مثال  •

n+1 disks

peg 1     peg 2     peg 3

move to
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روابط بازگشتي
منحني دانه برفي        .  27-10مثال  •

a0
3

4
=area:

1 1

1

3
2

a1

23
4

3 3
4

1
3

= + ⋅ ⋅ ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

a a2 1

2 2

4 3 3
4

1
3

= + × × × ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
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روابط بازگشتي
منحني دانه برفي        .  27-10مثال  •

[ ]a a a

a A A a B

a

a

n n
n

n n
n

n
h n

n
p

n

n
n

n
n

n

n

+ +

−

→∞ =

∞

= +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

= = = ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

= − ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

= = + ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟∑ = +

−

1 1

2

1

0

4 3 3
4

1
3

1
4 3

4
9

1 4
9

1
5 3

6 4
9

6
5 3

3
4

1
4 3

4
9

3
4

1
4 3

1

1 4
9

( )

( ) ,

.

lim

( ) ( )
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روابط بازگشتي
خلاصه  

 باشد،    k يك ريشه معادله مشخصه با چندي                r باشد و     rn شامل   f(n)اگر   
 ضرب مي شود      nkحاصل در       

f n a
c A
n A n A
n A n A n A
n t A n A n A n A
r r R Ar

n A n B n
n A n B n

n r r A n A n A n A
r n r

n
p

t
t

t
t

t
n n

t n n
t

t
t

t
n

( )
,

,
sin sin cos
cos sin cos

( )
sin

                                    
 a constant            ,  a constant

                              
                            
, Z                  

                   
                       +
                       +

                         
                   

( )

+

1 0
2

2
2

1 0

1
1

1 0

1
1

1 0

+
+ +

∈ + + + +
∈

+ + + +

−
−

−
−

L

L

α α α
α α α

α n
n n

A n B n
r n r A n B n

( sin cos
cos sin cos

α α
α α α

+ )
                  ( + )
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روابط بازگشتي
 نفر حضور دارند و هر نفر دقيقاً                  nفرض كنيد كه در يك ميهماني            

.   دست مي دهد     )  به جز خودش  ( يك بار با هريك از افراد ديگر                
: بيانگر تعداد كل دست دادن ها باشد، بنابراين                     anاگر   

an+1=an+n, a2=1
:پس

a c c
a n A n A

a n n n

n
h n

n
p

n

( )

( )
( )
( )

( )

= =
= +

=
−

=
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

1

1
2 2

1 0

The result is 
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روابط بازگشتي

nnnn

nnnn

nn

nn

nn

p
n

nnh
n

nnn

nAnA
AnA

nA
rArr

A
AnAnAn

A
anf

cca
nnfaaa

73              )7(3)3(4

93              )9(8)3(2

3                           )3(6

                7,3,31
11                         )11(7

                        23

                            5      
                               )(     

73

0),(2110

109

87

6

5

4

12
2

3
2

0

)(

21
)(

12+

++

+−

≠

++−

+=

≥=+− +
31-10مثال 
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فصل يازدهم 
 گرافنظريه

رضوي  ناصر   سيد
e-mail: razavi@comp.iust.ac.ir

1385
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نظريه گراف

كامپيوتري  در علوم   كاربردها •
طراحي مدارهاي منطقي       –
هوش مصنوعي    –
زبانهاي صوري      –
گرافيك كامپيوتري   –
– .. .

N. Razavi - DM course - 2006 3

نظريه گراف. 11فصل 
تعاريف و مثالها      . 11-1

⊇ E بوده و غيرتهي   و  متناهي   مجموعه    يك  Vكنيم     فرض    . 1-11تعريف   V*V  .
  رئوس  مجموعه  V در آن    كه مي ناميم    ) Vبر  (گراف جهت دار  يك  را  (V, E)زوج 

       براي نمايش چنين گرافي      .  مي باشد  )هايال(هالبه  مجموعه   E بوده و   هاگره  يا  
.G = (V, E) نويسيم   مي 

       a مجاور از را  b و   b  مجاور به را  a باشد،  آنگاه E متعلق به  (a, b)اگر زوج مرتب     
: اين نمايش مي دهيم    شكل مي ناميم و به    

گراف جهت دار :مثال

a                b                

V={a, b, c, d, e}

E={(a, b), (b, a), (b, c), (c, d), (d, c), (d, d)}

G=(V, E) 

a                
b                

c                

d                
e                

N. Razavi - DM course - 2006 4

نظريه گراف. 11فصل 
تعاريف و مثالها          .  11-1

 به   رأس  يك   از    كه  هر يالي       ):loop(حلقه
. (d, d)  يال     شود مانند   همان رأس ترسيم       

 از آن يالي نگذرد          كه  رأسي     :رأس منفرد   
. eمانند  

a                
b                

c                

d                
e                

    E يك مجموعه متناهي و غيرتهي و         Vاگر   :   گراف بدون جهت    
 باشد،      Vمجموعه اي باشد كه هر عضو آن يك زيرمجموعه دو عضوي از                  

.  را يك گراف بدون جهت مي ناميم             (V, E)در اين صورت زوج           
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نظريه گراف. 11فصل 
تعاريف و مثالها      . 11-1

 چندگانههاي  بدون لبه    گراف بدون جهت و بدون حلقه و     يك: گراف ساده
) درجه ورودي و خروجي   ( متصل به آن رأس  هاي تعداد لبه   :  رأس  يك  درجه

deg( Ev(2||:در گرا ف ساده  
Vv

i
i

=∑
∈

گراف بدون جهت  گراف جهت دار 

رأس منفرد

رأس مجاور

حلقه

هايلبه 
چندگانه

G=(V,E)
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نظريه گراف. 11فصل 
تعاريف و مثالها          .  11-1

. مجاز نيست   تكراري  رأس   :(path)مسير
a-b-c-d-e

. مجاز نيست تكراري  لبه   : (trail)راه
a-b-c-d-e-b-d

.بدون محدوديت  : (walk)گردش
a-b-d-a-b-c

 در مسير، راه، گردش   ها تعداد لبه  : طول
a-b-c-d-b-e-d-a مانند    -(x=y)راه بسته     :   (circuit)مدار
a-b-c-d-a مانند   -(x=y)مسير بسته  :  (cycle)دور 

a

b

c
d

e

v2

x y

v1 vn. . .
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نظريه گراف. 11فصل 
تعاريف و مثالها          .  11-1

 و a, b∈Vو  گراف بدون جهت بوده      يك G=(V, E)كنيم     فرض    . 1-11قضيه 
a≠b .راه از    يك  گاه   هر a   به b مسير از    يك   موجود باشد، آنگاه a  به b  وجود خواهد 
.داشت

تكراري  با حذف دورها در رأسهاي      
همبند  را   G.  گراف بدون جهت باشد      يك  G=(V, E)كنيم     فرض    . 4-11تعريف  

 . مسير وجود داشته باشد     يك Gگوييم اگر بين هر دو رأس متمايز          
a

b

c
d

e a
b

c
d

e
گراف ناهمبند با دو مؤلفه  

a x b
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نظريه گراف. 11فصل 
تعاريف و مثالها      . 11-1

. نشان داده مي شود  k(G) با  Gهاي   مؤلفه  تعداد   G در گراف   . 5-11تعريف  
1 ≤ k(G) ≤ |V|

)گراف چندگانه  (چند گراف.  6-11تعريف  

3چندگراف با چندي 
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نظريه گراف. 11فصل 
گراف وزن دار•

“ .باشد  اطلاعات بيشتري علاوه بر رئوس و يالها مي  شامل”
 است   ممكن    به صورت گراف نشان داده است    هاي يك كشور كه        نقشه جاده در: مثال

  كهيا به هر رأس عددي        . كنيم  به هر يال عددي بيانگر فاصله بين دو شهر منسوب            
.كنيم بيانگر جمعيت آن شهر مي باشد منسوب       

 دوره مسابقات تنيس است تاريخ و يا           يك   بيانگر نتايج درگرافي كه     است  ممكن  : مثال
.امتياز مسابقه را به هر يال نسبت دهيم    

خودكار  ماشين فروش    : مثال

50 10 15 20 25 30

5 5 5 5 5 5,10

10 10 10 10 10

5,10
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نظريه گراف. 11فصل 
 گرافها   يكريختي و ها، متمم  زيرگرافها  . 11-2

 نام G زيرگراف    يك G1=(V1, E1) گراف باشد، آنگاه گراف      يكG=(V, E) هرگاه  .7-11تعريف  
Ø≠V1دارد اگر   ⊆ V و E1 ⊆ E در آن هر لبه در كه E1 تنها با رئوس در V1داشته باشد تلاقي .

a

b

c
d

e

a

b

c
d

e
b

c
d

ea

c
d

پوشا          زير گراف 
V1=V                

القايي زير گراف 
 E هايشامل تمام لبه 

V1در 
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نظريه گراف. 11فصل 
 گرافها  يكريختي     و   ها ، متمم  زيرگرافها  . 11-2

 گراف بدون    يك   : كامل گراف . 11-11تعريف   
 در آن بين هر دو رأس      كه جهت و بدون حلقه    

) kn. ( دارد لبه وجود   يك متمايز   

متمم گراف. 12-11تعريف    

a

b

c
d

e

K5

G           Ga

b

c
d

e

a

b

c
d

e
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نظريه گراف. 11فصل 
 گرافها  يكريختي   و   ها  ، متمم    زيرگرافها  .   11-2

 از شش وجه آنها         يك   هر   كه  داريم       معكب چهار     :  جنون آني   .   11-7مثال    
، رنگ شده      (Y)يا زرد     (B)، آبي  (W)، سفيد   (R) از رنگهاي قرمز          يكي  با   

 است به     چهارتايي       ستون   يك  در    مكعبها   هدف بازي قرار دادن       .است 
.    از چهار طرف ستون قرار گيرد               يك  هر چهار رنگ در هر            طوريكه   

41,472=(24)(24)(24)(3)=    مختلف امكانهاي     تعداد  

W R Y W

Y

B (1)

B B W Y

R

Y (2)

R B Y B

R

W (3)

W R B Y

W

W (4)

 وجه با چهار دوران 6 پاييني  معكب
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نظريه گراف. 11فصل 
11-2   .

R W

Y B

1
3

1
1

2

4 2

3

4

4 3 2

R W

Y B
1

2

3

4

R W

Y B
2

4

1

3

Y

B
RW

B

W
BY

W

R
YR

R

Y
B

(1) (2) (3) (4)

W

W R Y W

Y

B (1)

B B W Y

R

Y (2)

R B Y B

R

W (3)

W R B Y

W

W (4)
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نظريه گراف. 11فصل 
 گرافها  يكريختي     و   ها ، متمم  زيرگرافها  . 11-2

يكريختي 

f:V1تابع .  بدون جهت باشند دوگرافG2 و G1كنيم فرض . 3-11تعريف   V2 يك   را       
∋ a,b هر بازاء ) ب. ( و پوشا باشديك به يك f) آ( گوييم اگر  گرافها يك ريختي V1         ،

{a, b} ∈ E1 اگر و فقط اگر {f(a), f(b)} ∈ E2 . در صورت وجودf ،   دوگرافG1 و G2   را 
.گويند يكريخت  

.كند را حفظ مي  ها مجاورت يكريختي  :نكته 

1 2

3 4

a b

c

d
w        x       y        z
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نظريه گراف. 11فصل 
.٨-١١مثال 

q r

w
z xy

u t

v

a

b

cd

e f
g

h
i
j

a-q  c-u  e-r  g-x  i-z  b-v  d-y  f-w  h-t  j-s, isomorphic
.٩-١١مثال 

degree 2 vertices = 2

degree 2
vertices=3

؟ كنيد بيان  ريختييكآيا مي توانيد الگوريتمي براي تشخيص   
N. Razavi - DM course - 2006 16

نظريه گراف. 11فصل 
اويلري و مدارهاي   هاراه :درجه رأسي   . 11-3

رأس آويزان :   يك رأس با درجه   
بدون جهت   يك چندگراف    گراف ساده يا    يك G=(V, E)هرگاه  .  2-11قضيه 

باشد،آنگاه

. باشد گراف ساده يا چند گراف بدون جهت، تعداد رئوس از درجه فرد بايد زوج     يكدر . 1-11نتيجه 
 يكسان  در آن درجه تمام رئوس  كه) يا چند گراف( گراف بي جهت يك. گراف منظم  .11-11مثال 
.باشد
 لبه داشته باشيم؟ 10 با 4 گراف منظم   يك است ممكن  آيا  

4|V|=2|E|=20 ⇒|V|=5
 لبه چطور؟ 15با 

4|V|=2|E|=30  ممكنغير

||2)deg( Ev
Vv

i
i

=∑
∈
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نظريه گراف. 11فصل 
اويلري و مدارهاي    هاراه  : درجه رأسي    .  11-3

 كونيگزبرگهفت پل  .  2-11مثال  

 و سپس به نقطه شروع كنيم بار عبور  يك شهر را دور زده و از هر پل درست  كنيم كهمي خواهيم راهي پيدا  
. بازگرديم 

A

C

D

B
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نظريه گراف. 11فصل 
اويلري و مدارهاي   هاراه :درجه رأسي   . 11-3

 گراف يا چند گراف بدون جهت و بدون          يك  G=(V,E)كنيم    فرض   . 15-11تعريف    
از هر     كه  باشد  G است اگر مداري در    اويلريمدار  داراي Gگوييم  .رأس منفرد باشد  
 از   كه  موجود باشد  G در   b به  a راه باز از     يك اگر   . كند بار عبور    يك لبه گراف درست     

.    گوييم  اويلريراه  يك، آنرا كند  بار گذر     يك هر لبه مدار درست     

 گراف يا چند گراف بدون جهت و بدون رأس منفرد باشد،            يك  Gاگر  . 3-11قضيه   
 هر رأس در      و درجه   همبند بوده  G است اگر و فقط اگر       اويلري داراي مدار Gآنگاه 

Gزوج باشد .
مسأله    بنابراين براي . درجه تمام رئوس فرد است   

b. وجود ندارداويلري مدار كونيگزبرگهفت پل  

c

d

a
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نظريه گراف. 11فصل 
اويلري و مدارهاي    هاراه  : درجه رأسي    .  11-3

همبند و درجه زوج       اويلري                           مدار   

اويلري همبند و درجه رئوس زوج        مدار                  
ها بوسيله استقرا روي تعداد لبه              

بديهي
sبراي رأس شروع 

vبراي رئوس ديگر 

s

e=1 or 2 e=n sيافتن هر مداري شامل    

s
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نظريه گراف. 11فصل 
اويلري و مدارهاي    هاراه  : درجه رأسي    .  11-3
؟كنيد  بيان     اويلريآيا مي توانيد الگوريتمي براي ساختن مدار                   

 بدون جهت و بدون رأس منفرد باشد،    چندگراف گراف يا    يك  Gهرگاه   .  2-11نتيجه  
 همبند بوده و درست دو رأس از       G است اگر و فقط اگر     اويلري داراي راه Gآنگاه 

.درجه فرد داشته باشد  

 جهت دار و بدون رأس منفرد باشد،    چندگراف گراف يا   يك Gهرگاه  . 4-11قضيه   
 همبند بوده و براي هر      G جهت دار است اگر و فقط اگر        اويلري داراي مدار Gآنگاه 

v ∈ V  ، in-degree(v)=out-degree(v)

a                            bكنيم لبه اضافه مي يك a  و b :  درجه فرد

one in, one out
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نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح  . 11-4

  يك   را بتوان در    G ناميم اگر   مسطح  را  G) يا چند گراف(گراف. 17-11تعريف   
 چنين   يك.  متقاطع باشندG آن فقط در رئوس  هاي لبه   كهصفحه طوري رسم نمود   

. در صفحه نام دارد  G  تعبيه، Gترسيمي از     

بازاء  Kn مسطح مي باشند ،     K4 و   K1  ، K2  ، K3گرافهاي  . 16-11و  15-11مثال 
K>4 نامسطح است .

K4 K5
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نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح  .   11-4

(Km,n)دوبخشي كامل     و گراف   دوبخشي گراف . 18-11تعريف    

K4,4

K3,3مسطح نيست .

 مسطح نمي باشد  K3,3  و يا   K5بنابراين هر گراف شامل    
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نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح  .   11-4

تقسيم مقدماتي    . 19-11تعريف    

 بوده يا بتوان هر دو را  از گراف      يكريخت    را همريخت ناميم اگر      G2 و   G1گرافهاي  
. با دنباله اي از تقسيمات مقدماتي بدست آورد      Hبدون جهت و بدون حلقه    

a b

c
de

a b

c
de

a b

c
de

a b

c
de

. همريخت همزمان مسطح و يا نامسطح مي باشند         دوگراف

u w u v w
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نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح  .   11-4

  زيرگرافي   گراف نامسطح است اگر و فقط شامل      يك )  كوارتسكي   قضيه  . (5-11قضيه 
. باشدK3,3 يا   K5همريخت با   

پترسون گراف . 19-11مثال 
a

b

cd

e f
g

h
i
j

k3,3 زير گراف همريخت با      يك 

. مسطح نمي باشد  پترسون گراف  g

j

h
f b

a
d

e
ci
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نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح  .   11-4

:مسطح همبند  )  يا چند گراف   (    گراف  يك در   .  6-11قضيه 

 تقسيم نواحي متعددي گراف مسطح صفحه را به    يك
. بينهايت مي باشدنواحي از اين  كند كه يكيمي 

v = 4, e = 6, r = 4, v – e + r = 2

v-e+r=2

تعداد 
رأسها  

تعداد 
ها  لبه  

تعداد 
ها ناحيه 

K4
R1

R2

R3

R4
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نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح  .   11-4

گردش بسته    )  كوتاهترين    ( يك  در  هايي كه     تعداد لبه    :  (deg(R)) ناحيه يك  درجه 
. پيموده مي شود  Rمرز    ) اضلاع در(حول 

R1

R2

R3

R4 R5

R6

R7

R8

دو تعبيه متفاوت    

deg(R1) = 5, deg(R2) = 3
deg(R3) = 3, deg(R4) = 7

deg(R5) = 4, deg(R6) = 3
deg(R7) = 5, deg(R8) = 6

||292)deg(18)deg(
8

5

4

1
ERR

i
i

i
i =×=== ∑∑

==

abghgfda

a b

c
d f

g h
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نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح   .   11-4

 گراف مسطح همبند و بدون حلقه با             يك  Gكنيم    فرض   .  3-11نتيجه  
|V|=v   و |E|=e>2   و r     در اين صورت        .    ناحيه باشدe≤3v-6   3 وr≤2e .

 بدون حلقه بوده و چند گراف نيست، مرز هر ناحيه                  Gچون   :   اثبات   
  3  مساوي   لبه مي باشد؛ لذا هر ناحيه از درجه بزرگتر يا                         3حداقل داراي       

.   3r≤2e مي باشد بنابراين        2e ناحيه      rو چون مجموع درجات              .  مي باشد  
: داريم     )   6-11قضيه    (اويلر  از قضيه    

2=v-e+r ≤   v-e+(2/3)e = v-(1/3)e ⇒ 6≤ 3v-e ⇒ e ≤ 3v-6

! ! كافيكافي شرط لازم است نه        شرط لازم است نه       يك يك اين تنها   اين تنها   
N. Razavi - DM course - 2006 28

نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح . 11-4

  3v-6 =9<10 و بنابراين    e = 10, v = 5داريم      k5 براي   .20-11مثال 
. مسطح نيست K5پس 

 لبه مي باشد، و لذا            4 ، هر ناحيه حداقل داراي                  k3,3 براي  .21-11مثال 
4r ≤ 2e  .    اگرk3,3     ،مسطح باشد r = e – v + 2 = 9 – 6 + 2 = 5   .
≥ 4r = 20بنابراين   2e = 18      تناقض است و بنابراين        يك  ، و اين k3,3  
. نيستمسطح 
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نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح  .   11-4

aدوگان b
c

d

e f

g

1

2
3

4
56

.بالعكس مي باشد و   Gd لبه در  يك متناظر با    G لبه در  يك

2

1

6 5

4

3
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نظريه گراف. 11فصل 
گرافهاي مسطح  .   11-4

 حذف آنها      ها كه    زيرمجموعه اي از لبه          :   مجموعه برشي   .  20-11تعريف   
.  شود   (k(G)) گراف     هاي  باعث افزايش تعداد مولفه        

.   23-11مثال    
a

b

c

d

e

f

g

h cut-sets: {(a,b),(a,c)},
{(b,d),(c,d)},{(d,f)},...

 پل يك
 برشي در گراف      هاي گراف متناظر با مجموعه     يكدر گرافهاي مسطح، دورها  در   

. بالعكس  آن مي باشد و   دوگان
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نظريه گراف. 11فصل 
هاميلتوني  و مسيرهاي   ها دور . 11-5

رأسها باشد    شامل تمام     كه  مسير يا دور      يك 

كافيشرط لازم و ، اويلريبرخلاف مدار 
 گراف  اينكه يك   شناخته شده اي براي  

.هميلتوني باشد وجود ندارد 

مسير هميلتوني وجود دارد اما     . 27-11مثال 
.دور هميلتوني وجود ندارد  

i

a b c

d e

fg h
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نظريه گراف. 11فصل 
هاميلتوني  و مسيرهاي   ها دور . 11-5

 دور هميلتوني در    يك  براي بدست آوردن  نكتهچند 
:G=(V, E) گراف دلخواه   يك 

≤ v∈V  ،deg(v) دور هميلتوني دارد، در اين صورت براي هر رأس         Gاگر  . 1 2.
∋ aاگر براي . 2 V  ، deg(a) = 2              در اين صورت هر دو يال متلاقي با رأس ،a 

 .حتما بايد در دور هميلتوني قرار بگيرند   
∋ a براي اگر . 3         V ، deg(a) > 2     دور هميلتوني    تشكيل  ، در اين صورت در زمان 

.كنيم  را حذف  a مي توانيم ساير يالهاي استفاده نشده          aبه محض عبور از    

a b c

d e

fg h
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نظريه گراف. 11فصل 
هاميلتوني    و مسيرهاي   ها  دور   .   11-5

. 28-11مثال    
) دور  (، چون در مسير      y تا   6 و  x تا    4

 در ميان باشند      يك  بايد     ها  y و    x      هميلتوني         
. بنابراين اين گراف هميلتوني نمي باشد           

. كند  مي  دوبخشي كار    اين روش تنها براي گرافهاي          

دوبخشي  براي گراف     حتي   يافتن مسير هميلتوني هنوز هم          مسأله
  NP-Complete   مي باشد 

x

yy y y

x x

x

y

y

شروع برچسب گذاري
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نظريه گراف. 11فصل 
هاميلتوني    و مسيرهاي   ها  دور   .   11-5

*kكنيم فرض . 7-11قضيه  
n هر دور رأس متمايز  يعني بازاء  .  باشدكامل  گراف جهت دار  يك x و y ، 

*K در (y, x) يا   (x, y)هاي  از لبه  يكيدرست 
nهمواره   ) تورنمنت  به نام گراف (چنين گرافي   .  باشد

.مي باشد) جهت دار ( هاميلتوني مسير يكشامل 

: زير باشدشكل لبه به m-1 مسيري شامل pm و m≥2كنيم فرض :اثبات
(v1, v2), (v2, v3),…(vm-1, vm)

 ظاهر نشده pm در كه رأسي باشد vكنيم در غير اين صورت فرض مي  .  تمام است   كار  m=nاگر  
:باشد

v v1. 1حالت  v2 vm ،
v1. 2حالت  v2 … vk v vk+1 … vm ،
v1. 3حالت  v2 … vm v 
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نظريه گراف. 11فصل 
هاميلتوني       و مسيرهاي   ها  دور . 11-5

هرگاه   .   باشد v|=n≥2| گراف بدون حلقه با          يك Gكنيم    فرض .  8-11قضيه  
∋ x,y هر  بازاء   V      كهx≠y       داشته باشيم deg(x)+deg(y)≥n-1   ،

.  داراي مسير هميلتوني است        Gآنگاه  
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نظريه گراف. 11فصل 
هاميلتوني  و مسيرهاي   ها دور . 11-5

 هر  بازاءهرگاه .  رأس باشد  n≥2 گراف بدون حلقه با     يك Gكنيم   فرض  . 4-11نتيجه  
v ∈ V ،deg(v) ≥ (n-1)/2  آنگاه ،G مسير هميلتوني است     يك  داراي .

 رأس   V|=n≥3| گراف بدون جهت و بدون حلقه با     يك Gكنيم    فرض   .  9-11قضيه   
∋ x, y هر  بازاء هرگاه . باشد V     غير مجاور deg(x)+deg(y)≥n آنگاه ،G    شامل 
. دور هميلتوني مي باشد   يك 

 باشد و   V|=n≥3| گراف بدون جهت و بدون حلقه با      يك  Gهر گاه     .   5-11نتيجه   
∋ v هر  بازاء V ،deg(v) ≥(n/2) آنگاه ، G دور هميلتوني است يك داراي .

 باشد و نيزV|=n≥3| گراف بدون جهت و بدون حلقه با      يك Gهر گاه   . 6-11نتيجه  
. دور هميلتوني مي باشد    يك داراي G                              ، آنگاه                     2

2  
1

|| +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
≥

n
E
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نظريه گراف. 11فصل 
هاميلتوني   و مسيرهاي     هادور  .  11-5

(TSP)فروشنده دوره گرد   : مرتبطيك مسأله 

كل هزينه   كمترين يافتن دور هميلتوني با          : هدف
12=2+2+4+3+1كل   با هزينه     a-b-e-c-d-aمثلا 

a

b

c

d

e
3

4
1

3

5 4
3

2

2
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نظريه گراف. 11فصل 
 رنگي ايهاي  و چند جمله  هارنگ آميزي گراف  . 11-6

  G  سرهرنگ آميزي  گراف بدون جهت باشد،   يك G=(V, E)اگر  . 22-11تعريف   
 رنگهاي متفاوتي داشته      b و  a باشد، G لبه در     يك{a,b} اگر  كه وقتي رخ مي دهد     

 تعداد رنگهاي لازم براي رنگ       كمترين   .) رئوس مجاور رنگهاي متفاوتي دارند        . (  باشند
. نشان مي دهيم    א(G) ناميده و به صورت  G  عدد رنگي  را   Gآميزي مناسب   

b

c
d

e
a

3 colors are needed.

. مي باشد NP-Completeكلي    در حالت     مسأله    اين 

χ(Kn)=n

χ(bipartite graph)=2
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نظريه گراف. 11فصل 
 رنگي  ايهاي   و چند جمله    ها رنگ آميزي گراف     .  11-6

 رنگ متفاوت      مشترك  با مرز    طوريكه نواحي   رنگ آميزي نقشه به   :  مرتبط  يك مسأله    
.داشته باشند

G
R e

B

B
R

Y

a b

c

d
f

 استچهاررنگ كافي      براي هر نقشه 

a

b

c

d

e

f
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نظريه گراف. 11فصل 
 رنگي  ايهاي   و چند جمله    ها رنگ آميزي گراف     .  11-6

. رنگλ بوسيله  Gكردن   تعداد روشهاي رنگ     =   P(λ,G)چند جمله اي رنگي   
P(G, λ)= λn رأس منفرد باشد    n برابر Gهرگاه  ) آ. (34-11مثال 

: رنگ لازم است     n حداقل  G، آنگاه براي G=Kn )ب(
P(G, λ)= λ(λ-1)(λ-2)…(λ-n+1)= λ(n)

 رأس  n مسير با    بازاء يك ) پ(
P(G, λ)= λ(λ-1)n-1

: باشد، طبق قانون ضرب G1, G2,…GKهاي   داراي مولفه   Gهرگاه  ) ت(
P(G, λ)=P(G1, λ) P(G2, λ)…P(Gk, λ)
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نظريه گراف. 11فصل 
 رنگي  ايهاي   و چند جمله    ها رنگ آميزي گراف     .  11-6

.   35-11مثال  

e

G Ge Ge'

 شدن رئوس     يكي  
a c

d b

a

d

c

b

a(=b)

d

c
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نظريه گراف. 11فصل 
 رنگي ايهاي  و چند جمله  هارنگ آميزي گراف  . 11-6

: رنگي ايهايقضيه تجزيه براي چند جمله     . 10-11قضيه  
∋ e گراف همبند بوده و     يك G=(V, E)هرگاه   Eآنگاه ، 

P(Ge, λ) = P(G, λ) + P(G’e, λ)

e

G Ge Ge'

 شدن رئوس     يكي  
a c

d b

a

d

c

b

a(=b)

d

c

:Geدر رنگ آميزي مناسب 
 G’eرنگ آميزي مناسب :  هم رنگ باشند b و a. 1حالت 

Gرنگ آميزي مناسب :  هم رنگ نباشندb و a. 2حالت 
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نظريه گراف. 11فصل 
 رنگي  ايهاي   و چند جمله    ها رنگ آميزي گراف     .  11-6

.  36-11مثال  
e = -

P(Ge,λ)P(G,λ) P(G'e,λ)

P(G,λ)=λ(λ-1)3-λ(λ-1)(λ-2)=λ4-4λ3+6λ2-3λ

Since P(G,1)=0 while P(G,2)=2>0, we know that χ(G)=2.
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نظريه گراف. 11فصل 
 رنگي  ايهاي   و چند جمله    ها رنگ آميزي گراف     .  11-6

.   37-11مثال  

= - = -2

e e

P(G,λ)=λλ(4)-2λ(4)= λ(λ-1)(λ-2)2(λ-3) χ(G)=4
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نظريه گراف. 11فصل 
 رنگي  ايهاي     و چند جمله       ها   رنگ آميزي گراف   . 11-6

.  برابر صفر است    P(G, λ)  جمله ثابت در      Gهر گراف   ازائ به  .  11,11قضيه    
 طريق رنگ α يعني گراف را مي توان با صفر رنگ به      α≠0 و   P(G, 0)=αاگر  .  برهان

.نمود ميزيآ

در اين صورت مجموع ضرايب در       . E|>0| و  G=(V, E) فرض كنيم       -11,12قضيه    
P(G, λ)  مساوي صفر است  .

        دو   چون گراف حداقل شامل يك لبه است بنابراين عدد رنگي آن حداقل برابر               .   برهان
:  يعني . باشد يعني گراف را نمي توان با يك رنگ رنگ آميزي نمود     مي

P(G, 1) = 0
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نظريه گراف. 11فصل 
-11,13قضيه 

 

P(G, λ)    =   P(Ge
+, λ)  +    P(Ge

++, λ) 

P(G, λ)    =   λ(4) + λ(3)  = λ(λ−1)(λ−2)2

G Ge
+ Ge

++

 شدن رئوس     يكي  
a c

d b

a

d

c

b

a(=b)

d

c
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 هادرخت.  12فصل 
:  كاربردها 

 داده اي      هاي  ساختمان  -
 ها  ساختار فايل   -
 هوش مصنوعي   -
 رمزگذاري    نظريه -
 مسائل بهينه سازي       -
 ...
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 هادرخت.  12فصل 
تعاريف، خواص و مثالها    .  12-1

 گراف بدون جهت و بدون حلقه     يك G=(V, E) كنيم     فرض مي    . 1-12تعريف  
. همبند بوده و شامل دور نباشد  G مي ناميم اگر      درخت را  Gگراف  . باشد

a b

c

d

e f

a b

c

d

e f

a b

c

d

e f
(G1) :درخت (G2) : دور( درخت نيست ( (G3) : جنگل (درخت نيست  (
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 هادرخت.  12فصل 
تعاريف، خواص و مثالها             .  12-1

 درخت       كه   پوشاست   يك زيرگراف       گراف همبند    يك  براي : درخت پوشا  
. نيز باشد 

.  درخت پوشا مي باشد           يك  در اسلايد قبل      G2 براي   G1:   مثال  
 باشند، آنگاه       T=(V, E) رئوس متمايزي در        b و  a هرگاه   .1-12قضيه  

.  كند  اين رئوس را به هم وصل         كه مسير منحصر به فردي هست   

  G گراف بدون جهت باشد، آنگاه              يك   G=(V, E) هر گاه    . 2-12قضيه  
.  داراي درخت پوشا باشد             Gهمبند است اگر و فقط اگر          
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 هادرخت.  12فصل 
تعاريف، خواص و مثالها    .  12-1

.V|=|E|+1| داريم  T=(V, E)در هر درخت . 3-12قضيه  
 درخترئوسبا استفاده از استقرا روي تعداد . برهان

.E|=0| بنابراين V|=1|اگر :  پايه استقرا  -الف 
 حال. باشد رأس درست k≥0 شامل  حداكثر  قضيه براي هر درخت  كنيم ميفرض:استقرا فرض -ب

E|=k+1| كه درآن درخت زير را در نظر مي گيريم

y

z

x
w

e1

e2
: حذف شودe1اگر  

T1=(V1, E!), T2=(V2, E2),

|V|=|V1|+|V2|, |E|=|E1|+|E2|+1⇒

|V1|=|E1|+1, |V2|=|E2|+1⇒

|V|=|V1|+|V2|=(|E1|+1)+(|E2|+1)=

(|E1|+|E2|+1)+1=|E|+1
T2

T1
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 هادرخت.  12فصل 
تعاريف، خواص و مثالها    .  12-1

 ، آنگاه    V|≥2|، هرگاه  T=(V, E)در هر درخت   .  4-12قضيه 
.  داريم   آويزان   حداقل دو رأس     

  |V|استقرا بر روي       .   برهان  

N. Razavi - DM course - 2006 7

 هادرخت.  12فصل 
تعاريف، خواص و مثالها             .  12-1

 زير براي گراف بدون جهت و بدون حلقه                احكام    .5-12قضيه  
G=(V,E)    هم ارزند  .

.  درخت است       يك  G)  آ(
   زيرگراف كه     آنرا به دو   G يال از         يك  همبند است ولي حذف         G)   ب( 

.  مي سازد      ناهمبند  درخت هستند    
. V|=|E|+1| شامل دور نيست و        G)   پ( 
. V|=|E|+1| همبند است و      G)   ت( 
 ، آنگاه    E∌{a, b}كه     a, b∈V شامل دور نيست، و هرگاه           G)   ث( 

.    دور دارد        يك   درست   G به  {a, b}گراف حاصل از افزودن يال              
N. Razavi - DM course - 2006 8

 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

درخت جهت      يك  را G گراف جهت دار باشد، آنگاه     يك  G هرگاه    . 2-12تعريف  
   يك Gوقتي   .  درخت باشد يك G مي ناميم اگر گراف بدون جهت مربوط به      دار

 رأس منحصر به       يك  ناميم اگردرخت ريشه دار    يك  را Gدرخت جهت دار است،    
 ساير     بازاء بوده وin_degree(r)=0 با درجه ورودي  G در  ريشه  به نام rفرد 

.in_degree (v)=1، داشته باشيم   vرئوس  

درخت   
ريشه دار  
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار هايدرخت. 12-2

 در درخت   ها  هر دنباله اي از گره  :مسير
 پدر گره    گره، كه در آن هر      n1, n2, …, nkمانند 

 .بعد از خود در دنباله باشد

r

n p

q s t
u v

y z

xw

: مثال 
r n s

n s w z

.تعداد گره هاي موجود در مسير منهاي يك      : طول مسير
N. Razavi - DM course - 2006 10

 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار هايدرخت. 12-2

. طول مسير از ريشه تا آن گره           :   سطح گره 
s     2 در سطح   ،x    3 در سطح   ،y     4 در سطح

s

r

n p

q s t
u v

y z

xw

0

1

2

3

4
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

:پدر و فرزند   
  a وجود داشته باشد آنگاه      1 مسيري به طول     b به   aاگر از      

 گوييم   a  فرزند   را     b و  b  پدر را   
-  s   فرزند  n ،n پدر  s  مي باشد .

r

n p

q s t
u v

y z

xw
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

: و نسل    جد
  b  جد    را   a مسيري وجود داشته باشد آنگاه         b به   aاگر از      

 گوييم   a  نسل را    bو 
-r ،n   و s اجداد w ،y  و z هستند .

r

n p

q s t
u v

y z

xw
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار هايدرخت. 12-2

.q و   s گوييم مانند      همزاد    را    والد مشترك   دو گره با   
u, v, y, z, x:   مانند .   هيچ فرزندي نداشته باشد     كه  گره اي :   برگ 

  n, s, tمانند   .  گره غير برگ :   گره داخلي    
.  محسوب مي شود    r  زيردرخت    به همراه تمام اخلافش       nگره   

r

n p

q s t
u v

y z

xw
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

:مرتب درخت ريشه دار   
. ترتيب فرزندان اهميت دارد      كه درآن  درخت ريشه داري   

ترتيب قاموسي. 4-12مثال 

a

b c

a

c b

≠

1.1
1.2

1.3 2.1

2.2

3.1 3.2

1.2.1 1.2.2 1.2.3
2.2.1

1.2.3.1 1.2.3.2

1 2 3

0

1.4
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

. دو فرزند داشته باشد  حداكثر  در آن هر گره    كه  درختي : درخت دودويي
 هر گره صفر يا دو فرزند داشته         كه درآن    درخت دودويي   يك  : كاملدرخت دودويي

.باشد
. درخت دودويي مرتب است  :نكته 

)آ. (5-12مثال   
:درخت عبارت

+

a b

(a+b)

-

a b

(a-b)
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

-) ب .  ( 5-12مثال    

7 a
(7-a)

+

a b

/

5-

7 a

^

3+

a b

(a+b)

((7-a)/5) ((a+b)^3)

((7-a)/5)*((a+b)^3)

www.txt.ir

www.txt.ir

www.txt.ir

http://www.txt.ir
http://www.txt.ir
http://www.txt.ir
http://www.txt.ir


N. Razavi - DM course - 2006 17

 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

)ب.  ( 5-12مثال  
*

/

5-

7 a

^

3+

a b

((7-a)/5)*((a+b)^3)
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

+)ب. (5-12مثال 

a /

3 b

_
5

_

a /

3
+

b 5

(a-(3/b))+5 a-(3/(b+5))
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

)پيشوندي   ( لهستاني نمادگذاري  ):پ.  ( 5-12مثال  

. در مي آيد   oab در نمايش پيشوندي به صورت   aobعبارت ميانوندي  
   نياز به پرانتز ندارد و محاسبه از راست به چپ صورت          : مزيت عبارت پيشوندي    

. گيرد  مي 

t + (u * v)/(w + x – y ^ z)

6 4 5 3 2 1
+ t / * u v + w – x ^ y z  لهستانی
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي  درخت   .   12-2

مراحل محاسبه عبارت ميانوندي
+ t / * u v + w – x ^ y z

: مقادير زير بازاء  
t = 4, u = 2, v = 3, w = 1, x = 9, y = 2, z = 3

)1 (+ 4 / * 2 3 + 1 – 9 ^ 2 3
)2 (+ 4 / * 2 3 + 1 – 9 8
)3 (+ 4 / * 2 3 + 1 1
)4 (+ 4 / * 2 3 2
)5 (+ 4 / 6 2
)6 (+ 4 3
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار   هايدرخت. 12-2

  Tاگر   .  باشد r درخت ريشه دار با ريشه           يك  T=(V, E) كنيم    فرض. 3-12تعريف   
رتيب و   به جز ريشه گره ديگري نداشته باشد، آنگاه خود ريشه پيمايشهاي پيش ت         

 زير   T1, T2, …, Tk كنيم     ، فرض مي    V|>1|اگر  .  مي دهد   تشكيل    را Tپس ترتيب    
: از چپ به راست باشند   Tدرختهاي  

 و   T1 زيردرختهاي       و سپس   كند  را ملاقات مي     rابتدا : T پيش ترتيبپيمايش ) آ(
. كند  را به صورت پيش ترتيب پيمايش مي        Tkو در نهايت   ...  و T2بعد 

 را به صورت    Tkو  ...  ،  T1  ، T2 زير درختهاي     هاي گره: T پس ترتيبپيمايش  ) ب(
. كند  پس ترتيب پيموده و سپس ريشه را ملاقات مي           

r

T1 T2 T3 Tk

PreOrder  : r, T1, T2, T3, …, Tk

PostOrder: T1, T2, T3, …, Tk , r
پيمايش 
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

.  6-12مثال  

5

6 7 8 9

11 12 13

2 3 4

1

10

14
15 16 17

PreOrder: 1, 2, 5, 11, 12, 13, 14, 3, 6, 7, 4, 8, 9, 10, 15, 16, 17
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

.  6-12مثال  

5

6 7 8 9

11 12 13

2 3 4

1

10

14
15 16 17

PostOrder:11, 12, 13, 14, 5, 2, 6, 7, 3, 8, 9, 15, 16, 17, 10, 4, 1
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

 به عنوان ريشه      r درخت دودويي با گره       يك  G=(V, E) كنيم     فرض .  4-12تعريف    
.باشد

. مي دهد   تشكيل    پيمايش ميان ترتيب را      r ، آنگاه خود V|=1|هرگاه  ) آ(
پيمايش  .   مي گيريم    T  راست و   چپ را زير درختان       TR و   TL ، آنگاه  V|>1|وقتي   ) ب(

، سپس   كند   را به صورت ميان ترتيب پيمايش مي          TL هاي   ابتدا گره T  ميان ترتيب
. كند  را به صورت ميان ترتيب پيمايش مي        TR هاي  ريشه را ملاقات نموده و بعد گره      

. است تهي باشند       ممكن    چپ يا راست    زيردرخت    در درخت دودويي  :نكته 
. اهميت دارد  هادر درخت دودويي ترتيب فرزندان گره       :  نكته 
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

r.7-12مثال  

v b

a c

r

v b

a c

InOrder    : v, a, r, b, c

PreOrder  : r, v, a, b, c

PostOrder :a, v, c, b, r

InOrder    : a, v, r, b, c

PreOrder  : r, v, a, b, c

PostOrder : a, v, c, b, r
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

.8-12مثال  
r

a b

c d e

f g h i

j k m n

p q s t u

InOrder: p, j, q, f, c, k, g, a, d, r, b, h, s, m, e, i, t, n, u
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي  درخت   .   12-2

 درخت پوشا براي          يك  G=(V, E) از گراف       H زيرگراف     : درخت پوشا   
G         ناميده مي شود، اگر H   هاي    درخت بوده و شامل همه گره            يك   

.  باشد  Vمجموعه  
.  جهت دار نيز باشد          كه درخت پوشايي       :   درخت پوشاي جهت دار      

 و   اول عمق براي ساختن درخت پوشا مي توان از جستجوي                     : نكته
.  استفاده نمود        اول سطح  جستجوي    
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

.ترتيب رئوس به ترتيب حروف الفبا مي باشد         ) جستجوي اول عمق . (9-12مثال 
a b

d
c

g

j i

h

e
f

a

b c

d
e g

f h i j

DFS

ba

d
c

g

j i

h

e
f

درخت پوشا 
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

.ترتيب رئوس به ترتيب حروف الفبا مي باشد         )   جستجوي اول سطح . (9-12مثال 
a b

d
c

g

j i

h

e
f

BFS

درخت پوشا 

a

b c
d

e g

f h i j

a b

d
c

g

j i

h

e
f
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

.ترتيب رئوس به ترتيب حروف الفبا مي باشد         )   جستجوي اول سطح . (9-12مثال 
a b

d
c

g

j i

h

e
f

BFS

a

b c

e g

f h i j

d

Queue: a
b c d
c d e
d e g
e g

g f h
f h i j
h i j
i j

j
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار   هايدرخت. 12-2

. فرزند دارد k حداكثر     در آن هر گره    كه  درختي است  : تايي-kدرخت 
. درخت دودويي بدست مي آيد   k=2در حالت خاص اگر     

و  ) برگ( هر گره صفر    كه درآن   تايي مي باشد     -k درخت    يك  : كاملتايي-kدرخت 
 در آن     كه   حالت خاص مي باشد       كامل  درخت دودويي .(دارد)گره داخلي ( فرزند   kيا   

k=2.(

 تعداد nk تعداد برگها و     n0 گره، اگر    n با  كامل  تايي   -k درخت   يك  در. 6-12قضيه   
: داخلي باشد، آنگاه   هاي گره

؛n = knk+ 1) آ(
- n0 = (k) ب( 1)nk + 1  و ،
- n) =)پ( 1) / k  nk = (n0 - 1) / (k - )چرا؟  ((1

n = ها تعداد شاخه - 1

knk = ها تعداد شاخه

n – 1 = knk

n = knk + 1
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

   تك  دوره مسابقات      يك  تعداد بازيهاي لازم در        .13-12مثال 
. شركت كننده  27حذفي با     

 مي باشد و تعداد          كامل    درخت دودويي      يك درخت بازيها   :  جواب
      26  يعني   داخلي اين درخت          هاي بازيها برابر تعداد گره        

. باشد  مي 
nk = (n0 - 1) / (k - 1) = (27-1)/(2-1) = 26
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

 h درخت ريشه دار بوده و       يك T=(V, E)هرگاه  :  درختارتفاع. 6-12تعريف   
  T بدان مي رسد، آنگاه گوييم      T برگ در  كه يك   بزرگترين شماره سطحي باشد        

. مي باشد  h ارتفاعداراي 
.   باشد h يا   h-1 در آن شماره سطح هر برگ برابر       كه  درختي است  :  متوازندرخت

a

b c

d
e g

f h i j

a

b c
d

e g

f h i j

 درخت
متوازن

درخت 
نامتوازن
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

:(decision tree) درخت تصميم
 از   يكي    اگر درست .  ترازو در اختيار داريم     يك   و  سكه يك شكل       هشت  . 4-12مثال 
  توزين آن را پيدا      حداقل تقلبي و سنگين تر از بقيه باشد، مي خواهيم با             سكه ها    اين

.كنيم 

{5,6} – {7,8}

{ 7} – {8}

{1,2,3,4} – {5,6,7,8}

{1,2} – {3,4}

{1} – {2} {3} - {4} {5} - {6}

{1}        {2}     {3}     {4}   {5}     {6}     {7}     {8}

درخت تصميم دودويي 
 (h=3)

L>R

L>R

L>R L>R L>R L>R

L<R

L<R

L<R

L>RL<R

L<R L<R L<R
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 هادرخت.  12فصل 
 ريشه دار       هاي درخت  .  12-2

– {3 ,2 ,1}.4-21مثال   {6, 7, 8}

{1} – {3}                {4} – {5}                   {6, 7, 8} 

{1}       {2}       {3}   {4}      Ø {5}        {6}      {7}      {8}

درخت تصميم سه تايي 
 (h=2)

L>R L=R L<R

L>R L>R L>R L<RL<RL<RL=R L=R L=R

N. Razavi - DM course - 2006 36

 هادرخت.  12فصل 
درخت پوشاي مينيمم

 كراسكالالگوريتم
 C(e)>0 حقيقي  عدديك e∈E در آن براي هر  كه،G=(V, E) گراف همبند، بدون جهت و وزن دار .ورودي

.منسوب شده است
. با هزينه مينيممT درخت پوشاي .خروجي 

 )1 (i   كوچكتر از همه يالهاي ديگر C(ei) كه  استGاز )  حلقه يكغير از(   يالي ei∈E كنيم  فرض مي1
) كنيم را به طور دلخواه انتخاب مي   يكياگر چندين يال با هزينه مينيمم وجود داشت، (است

 قبلا انتخاب شده اند، در اين صورت از ميان بقيه يالهاي   eiو ...  ، e1 ،e2 اگر يالهاي i≤n-2≥1براي ) 2( 
 كنيم كه  را به گونه اي انتخابG ،ei+1باقيمانده از 

. باشد كمتر از همهC(ei+1)) الف (
 هيچ  تشكيل) دارند تلاقي اين يالها  كهبا رئوسي (ei+1و...  ، e1 ،e2 شده بوسيله يالهاي   زيرگراف تشكيل )ب ( 

.دوري ندهند
 )3 (i i+1 

 ،T يال بوده، در نتيجه n-1 رأس و n همبند، داراي en+1و...  ، e1 ،e2 حاصل از يالهاي  زيرگراف ،i=n-1اگر 
. كند درخت پوشاي مينيمم است و الگوريتم خاتمه پيدا مييك
.2، برو به مرحله i<n-1اگر 
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 هادرخت.  12فصل 
درخت پوشاي مينيمم     

 كراسكالالگوريتم

a

b c

ed

f g

۵ ۵

۵

۶

٧ ٢

٢

٣ ١ ٣

۴ ٣
٢

١٧= هزينه درخت پوشا    
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 هادرخت.  12فصل 
درخت پوشاي مينيمم 

الگوريتم پريم 
  عدديك e∈E در آن براي هر  كه،G=(V, E) گراف همبند، بدون جهت و وزن دار .ورودي 

. منسوب شده استC(e)>0حقيقي 
 با هزينه مينيمم T درخت پوشاي .خروجي   

)1 (i 1 ،P V1در آن  كه v1∈V ،N V-{v1} ،T Ø
 يال Tبه . P={v1, v2, …, vi} ،T={e1,e2, …, ei-1} ،N=V-P، فرض  i≤n-1≥1براي ) 2(

، اضافه   كند وصل ميN از y=(vi+1) رأسي مثل رابه x∈P رأسي مثل  كه  هزينه را كمترين  داراي  
P.  كنيممي P∪{y} و N N-{y}

)3 (i i+1
 يال بوده، و در    n-1 رأس و n همبند، داراي   en-1و...  ، e1 ،e2 حاصل از يالهاي      زيرگراف ، i=nاگر  

. كنداست و الگوريتم خاتمه پيدا مي   G درخت پوشاي مينيمم براي  يكنتيجه
.2، برو به مرحله i<n-1اگر 
.مثال
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 هادرخت.  12فصل 
الگوريتم پريم       •

{ab,be,eg,de,fg,cg}Ø{a,b,e,g,d,f,c}7

{ab,be,eg,de,fg}{c}{a,b,e,g,d,f}6

{ab,be,eg,de}{c,f}{a,b,e,g,d}5

{ab,be,eg}{c,d,f}{a,b,e,g}4

{ab, be}{c,d,f,g}{a,b,e}3

{ab}{c,d,e,f,g}{a,b}2

Ø{b,c,d,e,f,g}{a}1

TNPi

a

b
c

ed

f g

۵ ۵

۵

۶

٧ ٢

٢

٣ ١ ٣

۴ ٣
٢
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 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي              .  12-4

 هاي   بخواهيم براي نمايش حروف انگليسي از رشته                    كنيد  فرض
 حرف داريم و       26چون  .   كنيم  راهي پيدا    )   يك صفر و  ( باينري 

  5  هاي باينري   بايد بتوانيم اين حروف را با رشته                25>26>24
.بيتي نمايش دهيم      

 به طول ثابت براي حروف          هايي  استفاده از رشته      :   روش اول 
  و.   بيت نمايش داده مي شود           15 را به وسيله      ”ata“مثلا رشته   

. مي باشد    5n داراي طول         كاراكتري     n رشته   يك 
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 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي             .   12-4

اگر بتوانيم روشي        )  با طولهاي متفاوت           هاي  استفاده از رشته         .   ( روش دوم    
 كد    احتمال وقوعشان بالاتر است             كاراكترهايي كه          به  كه درآن    بيابيم  
       تري نسبت دهيم در اين صورت ضريب فشرده سازي افزايش                      كوتاه  
.  يابد  مي

  و.   گيريم  از حروف الفبا را در نظر مي                   S={a,e,n,r,t}مثلا زير مجموعه    
:  زير نمايش مي دهيم          هاي باينري      را با رشته       Sعناصر   

a:01,   e:0,  n:101,   r:10,   t:1
ata:01101     است ولي براي پيامهاي            5 برابر   كد   و طول “an”    و 

“etn”   و “atet” ابهام وجود دارد             امكان   توليد مي شود و        كد  نيز همين  .
N. Razavi - DM course - 2006 42

 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي         .  12-4

پيشوندي   
:حال طرح ديگري را در نظر مي گيريم      

a:111,  e:0,  n:1100, r:1101,  t:10
 به طول  11110111 برابر ”ata“ كد  در اينجا 
. ابهام نيز وجود ندارد  امكان   مي باشد و   ٨

11110111رمزگشايي     

e:0

t:10

n:1100 r:1101

a:111

0

0

0

0

1

1

1
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 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي              .  12-4

رمز    يك    دودويي    هاي از رشته     Pمجموعه   . 7-12تعريف 
 پيشوند رشته        P نام دارد اگر هيچ رشته اي در                  پيشوندي 
. نباشد   Pديگري در     
 رمز     يك   P={111, 0, 1100, 1101, 10}بنابراين    

. مي باشد    a, e, n, r, tپيشوندي براي حروف         
مي خواهيم با داشتن تعدادي علامت و نيز احتمال وقوع               : مسأله 

   فشرده سازي ايجاد        حداكثر    با رمزگذاري      طرح  يك  كدام،   هر
. كنيم
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 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي             .   12-4

c(6)

d(1) f(2)

b(3)

0

0

0

0

1

1

1

3

6

1217

g(4) a(5)

e(8)
9

0

0

1

1

1
4/29

2/29

8/29

1/29

6/29

3/29

5/29

احتمال 

000

1101

01

1100

10

111

001

كد 

g4

f2

e8

d1

c6

b3

a5

تعدادعلامت
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 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي              .  12-4

 نمونه      يك   در  (    كه a, o, q, u, y, zبراي علايم     .   17-12مثال   
  7 ,12 ,17 ,4 ,28 ,20 فركانسهاي    به ترتيب با   )  داده شده   

.  رمز پيشوندي بهينه بسازيد         يك   ظاهر مي شوند،   

4       7        12    17      20     28      
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 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي              .  12-4

.17-12مثال  

4       7        12    17      20     28      

11

N. Razavi - DM course - 2006 47

 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي              .  12-4

.17-12مثال  

4       7                17      20     28      

11 12

23
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 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي              .  12-4

.17-12مثال  

4       7                17      20     28      

11 12

23

37
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 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي              .  12-4

.17-12مثال  

11 12

23
37

4       7                17      20

28

51
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 هادرخت.  12فصل 
درختان وزن دار و رمزهاي پيشوندي              .  12-4

.17-12مثال  

11 y

23

37

q           z

o

51

88

u a

0

0

0

0

01

1

1

1

1

a:11

o:01

q: 0000

u: 10

y: 001

z: 0001
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